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پيام وزير معارف
اقرأ باسم ربك

سپاس و حمد بيكران آفريدگار يكتايى را كه بر ما هستى بخشيد و ما را از نعمت بزرگ 
محمد  حضرت  خاتم-  رسول  بر  بى پايان  درود  و  ساخت،  برخوردار  نوشتن  و  خواندن 

مصطفى� كه نخستين پيام الهى بر ايشان »خواندن« است.
گرديد.  مسمى  معارف  سال  نام  به  1397 خورشيدى،  سال  هويداست،  همه گان  بر  چنانچه 
بدين ملحوظ نظام تعليم و تربيت در كشور عزيز ما شاهد تحولات و تغييرات بنيادينى در 
از  والدين،  اداره و شوراهاى  متعلم، كتاب، مكتب،  معلم،  بود؛  عرصه هاى مختلف خواهد 
عناصر شش گانه و اساسى نظام معارف افغانستان به شمار مى روند كه در توسعه و انكشاف 
آموزش و پرورش كشور نقش مهمى را ايفا مى نمايند. در چنين برهه سرنوشت ساز، رهبرى 
و خانوادة بزرگ معارف افغانستان، متعهد به ايجاد تحول بنيادى در روند رشد و توسعه نظام 

معاصر تعليم و تربيت كشور مى باشد.
پنداشته  اولويت هاى مهم وزارت معارف  از  تعليمى  انكشاف نصاب  از همين رو، اصلاح و 
مى شود. در همين راستا، توجه به كيفيت، محتوا و فرايند توزيع كتاب هاى درسى در مكاتب، 
مدارس و ساير نهادهاى تعليمى دولتى و خصوصى در صدر برنامه هاى وزارت معارف قرار 
دارد. ما باور داريم، بدون داشتن كتاب درسى باكيفيت، به اهداف پايدار تعليمى در كشور 

دست نخواهيم يافت.
و  آموزگاران  از  كارآمد،  آموزشى  نظام  يك  به  نيل  و  ذكرشده  اهداف  به  دستيابى  براى 
به عنوان تربيت كننده گان نسل آينده، در سراسر كشور  مدرسان دلسوز و مديران فرهيخته 
احترامانه تقاضا مى گردد تا در روند آموزش اين كتاب درسى و انتقال محتواى آن به فرزندان 
عزيز ما، از هر نوع تلاشى دريغ نورزيده و در تربيت و پرورش نسل فعال و آگاه با ارزش هاى 
دينى، ملى و تفكر انتقادى بكوشند. هر روز علاوه بر تجديد تعهد و حس مسؤوليت پذيرى، 
مؤثر،  شهروندان  عزيز،  شاگردان  نزديك  آيندة  در  كه  كنند،  راآغاز  تدريس  نيت  اين  با 

متمدن و معماران افغانستان توسعه يافته و شكوفا خواهند شد.
فرداى  سرمايه هاى  ارزشمندترين  مثابه  به  داشتنى  و دوست  آموزان خوب  دانش  از  همچنين 
كشور مى خواهم تا از فرصت ها غافل نبوده و در كمال ادب، احترام و البته كنجكاوى علمى از 
درس معلمان گرامى استفادة بهتر كنند و خوشه چين دانش و علم استادان گرامى خود باشند.

 در پايان، از تمام كارشناسان آموزشى، دانشمندان تعليم و تربيت و همكاران فنى بخش نصاب 
ابراز  نمودند،  شبانه روز تلاش  اين كتاب درسى مجدانه  تدوين  و  تهيه  در  تعليمى كشور كه 
قدردانى كرده و از بارگاه الهى براى آن ها در اين راه مقدس و انسان ساز موفقيت استدعا دارم.

با آرزوى دستيابى به يك نظام معارف معيارى و توسعه يافته، و نيل به يك افغانستان آباد و 
مترقى داراى شهروندان آزاد، آگاه و مرفه. 

دكتور محمد ميرويس بلخى
وزير معارف 
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متحول و ثابت)variable and constant(: متحول، يك سمبول است كه به جاى 
هر عنصر يك ست غير خالى وضع مى شود؛ يا يك حرفى است كه نشان دهندة قيمت هاى 

INx/x{A   باشد. �= و   }10x d متغير مى باشد؛ طور مثال: اگر 
متحول  را    x بگيرد.  را  الى10  يك  از  طبيعى  اعداد  قيمت هاى   Aست در  مى تواند   x
)Variable( مى گويند. متحولين به صورت عموم توسط حرف هاى كوچك زبان انگليسى

xyz و غيره نشان داده مى شوند. ,,
قيمت يك عدد تغيير نمى كند؛ طور مثال: عدد 4 هيچ گاه با 5 يا 3 ويا با كدام عدد ديگرى 

مساوى شده نمى تواند، پس تمام اعداد حقيقى، ثابت ها)Constants( مي باشند.

,... و غيره به عوض ثابت ها نيز  cba علاوه از اعداد حقيقى، حرف هاى زبان انگليسى، مثل 
استعمال مى گردند.

افادة الجبرى)Algebraic Expression(: افادة الجبرى آن است كه از يك ثابت يا 
يك متحول و يا از تركيب ثابت ها و متحول ها تشكيل شده باشد.

در مثال هاى زير افاده هاى الجبرى را مشاهده كنيد:

12  و غيره.  ،  12�  ، x  ، 1xx2 +�  ، x3  ،
 
2t

155x4 ++  ، x5

  y
2
1

� افادة  )Coe!cient( مى گويند. در  3 را ضريب  23x عدد  الجبرى افادة  كه در 

مشابه  55yx15  حدود  و   553 yx� مى باشد،  عدد يك ضريب   x افادة  در  و 
 2

1
� عدد 

)Liketerms( مى باشند كه متحولين مشابه، داراى توان هاى مساوى بوده؛ اما ضريب هاى 
عددى آن ها باهم فرق دارند.

افاده های الجبری
)Algebraic Expressions(

آيا مى توانيد بگوييد كــه از افاده هاى الجبرى 

 3
2

2
3 y

x
y

x
yx +++ 12 و   +y  ،  2

4 1
x
x �

كدام يك افــادة الجبرى ناطق و كدام يك غير 
ناطق مى باشد؟
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اقسام افاده هاى الجبرى: افاده هاى الجبرى به سه قسم اند:

 :)Polynomial algebraic expressions(1. افاده هاى الجبرى پولينومى

پولينوم: افادة الجبرى يك يا چند حده كه توان هاى حرف هاى شان در ست اعداد مكمل 

شامل باشند، پولينوم ناميده مى شود.

و   x
x

+
1

 ، 12 �+� xx اما  مى باشند،  پولينوم   12  ، 1�x  ، 12 2 �+ xx ،  13 +� xx

2  پولينوم ها نمى باشند.
3

x
yxx ++

يا مشخصات پولينوم عبارت اند از:

t توان تمام متحولين اعداد مكمل باشند

t در مخرج متحول نداشته باشد.

t متحول، زير جذر نباشد.

مثال1: در افاده هاي الجبرى داده شده زير كدام يك پولينوم و يك كدام يك پولينوم نمى 

باشد؟

 
 
x2)a,x2)b,

x
2

y
1)c,x)d,xx)e 32

2
1

23 �+�   
 

2
22

x
7x9)g,88)h,a4a6)i ��  

2.22 pp8)f + , 
23) xxe +�

g پولينوم ها نيستند. bcdef و ,,,, i پولينوم ها هستند، اما  ha و , حل:

به ياد داشته باشيد كه هر پولينوم، يك افادة الجبرى ناطق مى باشد؛ اما هر افادة الجبرى ناطق، 

3  يك افادة الجبرى ناطق است، اما پولينوم 
2

3 y
x
y

x
yx +++ پولينوم نمى باشد؛ طور مثال: 

نيست.

0x1212   است صفر نيز در، ست اعداد مكمل شامل  = 12 نيز يك پولينوم است، زيرا كه

   3�  و 
2
1

3  كه 
3 55 �= x
x

2 و
1

55 xx = 3 پولينوم نيستند؛ زيرا 

5
x

x5 و  مى باشد، اما 
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فعاليت

در ست اعداد مكمل شامل نيستند.

يك پولينوم توسط يك حرف مثل P نشان داده مى شود؛ شكل عمومى يك پولينوم كه از 

يك حرف )متحول( تشكيل شده باشد طور زير مى باشد،كه به نام شكل معيارى ياد مى شود:

 01
2n

2n
1n

1n
n

n axa...xaxaxa)x(P +++++= �
�

�
�                            

0zna  باشد؛ پس a,...a,a, اعداد حقيقى اند؛ اگر  1n21 �
 na n يك عدد مكمل و ضرايب

درجة پولينوم مى باشد. n

كدام   x8 و  
 23

2
23 x8,x8,

x
1,x,6

x
5

x
3,xx2 �++� الجبرى افاده هاى  در 

يك پولينوم وكدام يك پولينوم نمى باشد؟

 ، 12 =a  ، 5a n �=  ، 3=n  ،  12xxx5)x(P 23 +�+�= پولينوم  در  مثال2: 

،   و  01 =a  ،  11an =  ، 2=n  ،  1x11 2 � 12a0   مي باشد و در پولينوم  = 1a1 و  �=

10  مى باشد. �=a

2. افادة الجبري ناطق )Rational algebraic expression(: اگر بتوانيم يك 

 بنويسيم طورى كه p  و  q پولينوم ها  باشند اين گونه 
q
pq )0( z افادة الجبرى را به شكل 

2  كه يك متحول دارد 
2 1
x

x � افادة الجبرى را افادة الجبرى ناطق مى گويند؛ طور مثال: افادة 

2 نيز مى توانيم بنويسيم كه يك افادة الجبرى ناطق مى باشد؛ چون مخرج هر 

4 1
x
x �

به شكل  

نيز يك افادة الجبرى ناطق مى باشد زيرا  )1( 2 �x افادة الجبرى مى تواند عدد يك باشد؛ پس

1  مى باشد.
1

1 2
2

�=
� xx

كه 
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تمرين

از  عبارت   :)Irrational algebraic expression(ناطق الجبرى غير  افادة   .3

افادة الجبرى است كه آن را به شكل خارج قسمت دو پولينوم نوشته كرده نمى توانيم؛ طور 

12  مثال هاى افاده هاى الجبرى غيرناطق مى باشند. +y 5 و 

1
2 +x  ،  xy مثال: 

يك افادة الجبرى امكان دارد ناطق، غيرناطق و يا پولينوم باشد. پولينوم افادة الجبرى يك يا 

چند حده يى است كه توان هاى حرف ها آن در ست اعداد مكمل شامل باشند.

1. در افاده هاى الجبرى زير، كدام يك افادة الجبرى ناطق، غير ناطق و يا پولينوم مى باشد؟

  13 و 
 

 

x
1,

2
1x,

2
x3,

6
3m,

x
1x,

2
xyx3

2
2 �

+
++

 

2. در افاده هاى الجبري زير، كدام يك، پولينوم و كدام يك پولينوم نمى باشد؟

  

5
x

x
1,x8,x8,x3,03.0

2
xyx3,ab28ba20,xx

7
1,

2
8

2433

��

++��

�

0a را نشان دهيد. naaaa و   ,,, 321  ،  dcxbxaxPx 234 +++� 3. در پولينوم 

0a را نشان دهيد. 321   و  ,, aaa  ، 12
2

)( 2
3

��= xxxP 4. در پولينوم 
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اقسام پولينوم و درجة آن:

 

آيا مى توانيد بگوييد كه درجة پولينوم هاى  

xx�x12�yxxy12  و 233435 ��+
12    چند مى باشد؟

مونوم عدد يا يك متحول يا حاصل ضرب يك عدد و يك يا چندين متحول مى باشد.

   yab � 4�x يا  x16  مونوم يا )Monomial(يك افادة الجبري يك حده است و يا x3

12  افادة الجبرى سه حده  3 �� xx يك افادة الجبرى دو حده)Binome(يا)Binomial( و

 )Multinomial(1112 به نام مولتينوم +�
y

x )Trinomial( مي باشد و افادة الجبرى
ياد مي شود. مونوم ها در يك پولينوم به نام حدود پولينوم ياد مى شود و هر مونوم يك پولينوم 

مى باشد.

پولينوم    مى باشد.  شده  تشكيل  متحول  چندين  يا  و  سه  دو،  يك،  از  پولينوم  اوقات  بعضى 

yx داراى دو متحول و پولينوم 32 3 � داراى يك متحول، پولينوم  11x7x8x2 23 ++�

zyx داراى سه متحول مى باشد كه در جدول زير نشان داده شده است. ++
  

ترينوم )سه حده(باينوم )دو حده(مونوم )يك حده(متحول

35xyyيك متحول 35 2 +423 2 �+ xx

yx2732دو متحول 47 yx �22 356 yxx �+

24xyzcbaسه متحول 48 2 +azcba 5222 63 �+

   

�3y  هر يك مونوم نمى باشد.  و
 

xy2,
x
5

يادداشت: متوجه بايد بود كه
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فعاليت

yx مونوم، باينوم  44 2 � �x3 و   ،  15  ، yx �2  ،  cbxax2 ++ در افاده هاى الجبرى

و ترينوم را نشان دهيد.

درجة يک پولينوم)Degree of a Polynome(: اگر پولينوم از يك حرف تشكيل 

درجة  مثال:  طور  مى باشد؛  پولينوم  درجة  از  عبارت  اين حرف  توان  بزرگترين  باشد،  شده 

)متحول(  حرف  چند  از  پولينوم  اگر  مى باشد.   5 از  عبارت   53 12 xxx +++� پولينوم 

مى باشد؛  پولينوم  درجة  از  عبارت  دارد  بزرگتر  توان  كه  مونومى  درجة  باشد  شده  تشكيل 

اين  651 ( مى باشد و  =+ از ) yxxy5yx2  عبارت  352 3

+� طور مثال: درجة پولينوم 

y درجة پنجم مى باشد؛ اگر درجة يك پولينوم عدد  x درجة سوم و نظر به   پولينوم نظر به 

1 باشد پولينوم را پولينوم خطى )Liner Polynome( و اگر درجة پولينوم عدد 2 باشد 

پولينوم را پولينوم درجه دوم )Quadratic Polynome( مى گويند و اگر درجة پولينوم 

23x  درجة  عدد 3 باشد به نام پولينوم درجه سوم )Cubic Polynomial( و هم مونوم

323  عبارت از 5 و درجة مونوم 12 صفر مى باشد. اين گونه پولينوم  yx دوم، و درجةمونوم 

.  0x1212 = را پولينوم ثابت مى گويند؛ زيرا 

پولينوم ثابت: پولينومى است كه درجة آن صفر باشد يا به عبارت ديگر، پولينومى است 

كه ضرايب تمام متحولين آن صفر باشد.

 n و m 13  يك پولينوم ثابت باشد قيمت هاىx)n5(x)4m2( 2 +�+� مثال1: اگر 
را دريابيد.

حل: چون يك پولينوم ثابت مى باشد؛ پس ضريب هر حد متحول صفر مى باشد.

 

2m
5n4m2

0n504m2

=
==

=�=�

                                                                    

اين گونه  ثابت صفرباشد  پولينوم  ثابت  اگر حد   :)Zero Polynome(پولينوم صفرى
صفرى  پولينوم  درجة   ،  0)( =xP مثال: طور  مى شود؛  ياد  صفرى  پولينوم  نام  به  پولينوم 

تعريف نشده است.
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فعاليت

يك پولينوم صفرى   )cba(x)6c2(x)4b( 3 +�++�� مثال2: قيمتa را دريابيد اگر
باشد.

حل: در پولينوم صفرى هر حد صفر مى باشد؛ پس:

 

7a3c
034a6c24b
0cba06c204b

=�=
=���==
=+�=+=�

                                                 

  3)( =xh و   322 yxxy2)x(g �= ، 52 31)( xxxP +�= مثال3:درجه هاى پولينوم هاى
را دريابيد.

)5( مى باشد،   =n xg)(  نيز 5  xP)( عبارت از 5 است و درجة پولينوم  حل: درجة پولينوم 
xh)(  صفر مى باشد. اما درجة پولينوم 

درجة هر پولينوم و درجة اين پولينوم ها را نظر به هر حرف تعيين كنيد.

  mnmn3nm2,15,1x,x5x2xx 323532 ���++�                     

پولينوم مکمل و ناقص:  پولينوم مكمل پولينومى است كه تمام حدود آن از بزرگترين 

توان متحول تا عدد ثابت موجود باشد.

12  و  �x 23  و 51  پولينوم هاى مكمل اند، اما پولينوم هاى  21,1 xxxx �++� پولينوم هاى 

13  پولينوم هاى ناقص مى باشند. ما مى توانيم كه پولينوم هاى ناقص را به شكل پولينوم هاى  ++ xx
 1xx0x1xx 233 �+�+=�+ 1x0x1x  و  22 ��+=� مكمل بنويسيم؛ مانند: 

 1432 23 �+� xxx پولينوم هاى منظم و غيرمنظم: پولينوم هاى

234    يك  xx1xx3 +++� 32  پولينوم هاى منظم اند؛ اما پولينوم xx13x1211 �++� يا

پولينوم غيرمنظم مى باشد كه مى توانيم يك پولينوم غيرمنظم را به شكل پولينوم منظم بنويسيم؛ 

طور مثال اين پولينوم را مى توانيم به دو طريق به شكل منظم بنويسيم:
432 31 xxxx +++� 1xxxx3  يا  234 +�++
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فعاليت

پولينوم هاى نزولى و صعودى
 :)Descending and ascending Polynomes(

اگر يك پولينوم از بزرگترين توان يك متحول به طرف كوچكترين توان ترتيب شده باشد 

نزولى و اگر از كوچكترين به بزرگترين توان ترتيب شده باشد ترتيب صعودى مى گويند.

  432 31 xxxx ++++ 1xxx3x  به شكل نزولى و پولينوم  234 ++++ طور مثال: پولينوم 

به شكل صعودى ترتيب شده است.

اگر يك پولينوم از دو يا چند حرف تشكيل شده باشد ما مى توانيم كه پولينوم را نظر به هر حرف 

  43223 y5xy2yx3yx �++ به شكل صعودى يا نزولى ترتيب نماييم، طورى كه پولينوم  

y به طور صعودى ترتيب شده است. x به طور نزولى و نظر به  نظر به 

پولينوم هاى زير را به شكل صعودى ترتيب كنيد.

5432234 را نظر به y  به شكل صعودى  yxyx2yx3xy4)y(P +++�= مثال4: پولينوم
بنويسيد.

 5432234 yxy4yx2yx3x)y(P +++�= حل                                                      
پولينوم هاى معادل: پولينوم هايي اند كه داراى يك متحول بوده و ضرايب حدود مشابه 

آن ها باهم مساوى باشند.

باشد،  معادل    P)1x(n)1x(m 2 +�+� پولينوم با    2x3x2 ++ پولينوم اگر  مثال5: 
mn و p  را دريابيد. , قيمت هاى

حل

 

 

 

2x3x1)pnm(x)nm2(mx

2x3xpnnxmmx2mx

2x3xpnnx)1x2x(m

22

22

22

++=+�++�+

++=+�++�

++=+�++�

                          
 

 aaaaayyyyxxx ++++�+�+�++� 254334232 3452,3342,8654
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 در نتيجه:

6p2pnm
5n3n2m

1m

=�=+�
=�=+�

=

                                                                                  

پولينوم هاى متجانس) Hemogence Polynoms(: اگر درجه هاى تمام حدوديك 

2222 يك  zyx �+ باهم مساوى باشند پولينوم را متجانس مى گويند؛ طورمثال:  پولينوم 

پولينوم متجانس مى باشند.

232 متجانس باشد قيمت هاى m و n  را دريابيد. 753 zyzxyx nm ��+ مثال6:  اگر پولينوم 
حل

 

 

 

4n
121n
1m1n2m
1m23n121m

=
+=�
+=�=
+=+�+=+

                                                                  

پولينوم هايى كه از يك حرف )متحول( تشكيل شده باشند بزرگترين توان اين حرف درجةپولينوم 

مى باشد و اگر پولينوم از چند حرف تشكيل شده باشد درجة مونومى كه بزرگترين توان را دارا 

مى باشد عبارت از درجة پولينوم مى باشد و پولينوم هايي كه داراى يك متحول بوده و ضرايب 

حدود مشابه آن ها باهم مساوى باشند به نام پولينوم هاى معادل ياد مى شوند و اگر درجه هاى تمام 

حدود يك پولينوم باهم مساوى باشند به نام پولينوم متجانس ياد مى شود.
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را  آن ها  درجه هاى  نيز  و  دهيد  نشان  را  ترينوم  و  باينوم  مونوم،  زير  افاده هاى  در   .1
دريابيد.

 

 

12,x12,xxx

1x,4yx,yx
2
1

32

252

���

�+�

                                                 
2. در پولينوم هاى زير پولينوم هاى مكمل و ناقص را نشان دهيد و پولينوم هاى ناقص را 

به شكل پولينوم هاى مكمل بنويسيد.
 

 

1xx,15,2x2x2

,1x,1x,x
32

2

�+��

�+

                                                
3. اول درجة هر پولينوم را كه در زير داده شده است دريابيد و بعد به شكل نزولى 

ترتيب نماييد.

 

5423

342

32

xx2xx1

yy33y4y2

x8x65x4

�++�

+�+�

++�

                                                                                 

را   c و   pn , قيمت هاى باشد    22xx2c)3x(n)1x(P 22 +�=+++� اگر   .4
دريابيد.

  )3(5)32(7)( 34 ��+��= cxxaxxP ab  و  c را دريابيد؛ اگر:  , 5. قيمت هاى 

xxxbxQ  پولينوم هاى معادل باشند. 52)43()( 34 +++= و 

را   p و   m قيمت هاى  باشد،  متجانس  پولينوم  23mp2 يك  zy3zx8xy5 ��+ اگر  .6
معلوم كنيد.

تمرين

 x+
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فعاليت

دريافت قيمت و مجموع 
ضرايب يک پولينوم

   1�=x آيا مى توانيد بگوييد كه براى 

  1)( 23 ���= xxxxP قيمت پولينوم 

)1(? چند مى شود؟ =�P يعنى 

اگر در يك پولينوم به عوض متحول يك عدد حقيقى )قيمت خاص متحول( وضع كنيم يك 

 2=x عدد حقيقى به دست مى آيد كه همين عدد حقيقى قيمت اين پولينوم مى باشد. براى 

)2(8223 مى باشد. =+�=P )(23  عبارت از   += xxP قيمت پولينوم 

را دريابيد. )0(P و )1(�P  ، )5(P )(172 قيمت هاى 2 +�= xxxP مثال1: در پولينوم 
حل

                                                                      
 163551135501)5(752)5(P 2 =�=+�=+��=                                            

 

101721)1(7)1(2)1(P

1)0(P
2 =++=+���=�

=

                                                         

)(1 را دريابيد. 35 ���= xxxxP P)1( پولينوم �P)1( و   ، )0(P

( را دريابيد.
4
1(�P  باشد

 
4
3x8x16)x(P 23 +�= مثال2:  اگر

حل
 
4
3)

16
1(8)

64
1(16

4
3)

4
1(8)

4
1(16)

4
1(P 23 +��=+���=�

                              
 
0

4
0

4
33

4
321

4
3

2
1

4
1

==
+�

=
+��

=+��=
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فعاليت

  r2C S= مثال3: طورى كه مى دانيد محيط )Circumference( دايره از فورمول 

  و r  شعاع دايره باشد.
 

7
22

=S به دست مى آيد، اگر 

  باشد، محيط اين دايره )C( را دريابيد.
 

cm
2
13r = در صورتى كه شعاع دايره

حل

 
cm22cm

2
7.

7
22.2r2C ==S=                                                                              

p نصف محيط مثلث باشد، يعني    c طول اضلاع مثلث و ,ab  و مثال4: اگر

cp)(bp)(ap(pS(  به دست  ���= مساحت مثلث از فورمول
 2

cbap ++
=

مى آيد.
باشد مساحت اين مثلث را   cm15c = cm9a,cm12b و  == اگر طول اضلاع مثلث

دريابيد.

حل
 

cm18
2

36
2

15129
2

cbap ==
++

=
++

=
                                                           

       

 

2222 cm5493293233299236918

)1518)(1218)(918(18)cp)(bp)(ap(pS

=��=��=�����=���=

���=���=

            

r شعاع قاعده و  hrV به دست مى آيد كه V  حجم استوانه، 2S= حجم استوانه از فورمول 

باشد حجم اين استوانه را دريابيد.  cm21h = cm5r  و  = h ارتفاع استوانه مى باشد. اگر

  
01

1n
1n

n
n axa...xaxa)x(p ++++= �

� مجموع ضرايب يک پولينوم: اگر 

011 مى باشد. ... aaaa nn ++++ � باشد مجموع ضرايب پولينوم

)(1352  را دريابيد. 23 +�+= xxxxp مثال5: مجموع ضرايب پولينوم
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       513521131512)1(P 23 =+�+=+���+�= p)1( را در مى يابيم: حل: 

اگر يك پولينوم از چند حرف تشكيل شده باشد به عوض هر حرف عدد)1( را وضع     

  432234 yxy4yx6yx4x ++++ مى كنيم؛ طور مثال: براى دريافت مجموع ضرايب 

 به عوض x و y عدد يك را وضع مى كنيم.   

    161464111141161141 432234 =++++=+��+��+��+                             

)3(4  را دريابيد. yx � مثال6: مجموع ضرايب 

حل
 16)2()31()131( 444 =�=�=��                                                                 

را به دست آوريد.  41736002 )2x()1x2()1x5x7( +��� مثال7: مجموع ضرايب

حل

              
 81)3()1()1()21()112()11517( 41760041736002 ==+������                              

مثال8: اگر شعاع اين توپ 6cm باشد حجم اين توپ را دريابيد.

حل
                                        

 3333 cm288)cm216(
3
4)cm6(

3
4r

3
4V S=S=S=S=

                                       

اگر در يك پولينوم)P)x عوض x قيمت داده شده را وضع كنيم، قيمت پولينوم به دست 
مى آيد.

اگر در يك پولينوم عوض حرف )متحول( عدد )يك( وضع شود مجموع ضرايب پولينوم 
به دست مى آيد.
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تمرين
 

( را دريابيد.
2
1(p �p)1( و  )(1 باشد،  234 �����= xxxxxp 1. اگر پولينوم 

p)2(17  باشد، قيمت k را  = 1x3xkx)x(p  قيمت  23 �+�= 2. اگر در پولينوم 

دريابيد.

1x2mx2 عبارت از 18 باشد، قيمت m را دريابيد. +� 3. اگر مجموع ضرايب  

 دريابيد.
2
1

�=x  را براى 
2
1

2
1

2
1)( 2 ��= xxxp 4. قيمت پولينوم 

  4x4xA�x10x4B�x6x3xC 22334 +�=+�=�+�= 5. در پولينوم هاى

x=4 قيمت كدام پولينوم از عدد 100 زياد مى باشد؟ 442 براى  �+= xxD و  

  B)dA)cD)bC)a                                                                     

x=5 كدام پولينوم بزرگترين قيمت را دارا مى باشد؟  6. در پولينوم هاى زير براى 

                                                

 

10x120x)d

300x40x)c

12x6x3)b

6x2x)a

45

3

4

2

+�

���

++

+�

                                                 

 را 
 
)

2
1(p � ( و

2
1(p  ، )0(p   ، )1(�p )(1 باشد، 234 ����= xxxxxp 7. اگر

دريابيد.

  را دريابيد.
8
7x

8
5x

8
3x

8
1x

4
1 234 ++++ 2x  قيمت پولينوم =  8. براى 
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فعاليت

عمليه هاى چهارگانة پولينوم ها

43 و هر ضلع  �w �tاگر هر ضلع مربع 
w+2  باشد يك  مثلث متساوى الاضلاع 

افادة الجبرى را بنويسيد كه محيط هر دو 
شكل را نشان دهد.

 59 �= xB 328 و  2 +�= xxA �tاگر
�BA  را دريابيد. +BA و باشد 

1- عملية جمع: حدود مشابه )Like terms( باهم جمع و نيز حدود مشابه يكى از ديگرى 

تفريق مى شود كه اين هر دو عمليه به صورت افقى و عمودى انجام شده مى تواند.

+BA را دريابيد.   5cd7cd9B  باشد 2 ��= 5cd2cd3A  و 2 +��= مثال1: اگر

حل
 

cd7cd105cd7cd95cd2cd3

)5cd7cd9()5cd2cd3(BA
222

22

+�=��++��=

��++��=+

                                        

42 باشد مجموع اين سه  += aC a3abA,2a3ab2B  و 22 +=�+= اگر

  ?)CBA( =++ پولينوم را دريابيد. 

CBA  را دريابيد اگر: ++ مثال2: 

452 و نيز اگر  +�= xxC 22  و x3x21A,x25x3B ++=��=

b2c4ba3ba2baA,4b4ba2baB   و 322343223 ����=�+�=

باشد.  c2babaC 234 �+=

حل: در اول پولينوم ها را به شكل منظم مى نويسيم و بعد حدود مشابه را باهم جمع مى كنيم:

3W-4 W+2
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2

2

2

2

x2

4x5x

5x3x2

1x2x3

+�+

�+�

++

                        

 

4b2c6ba5ba2

c2baba

4b4ba2ba

b2c4ba3ba2ba

324

234

3223

32234

�+��

�++

�+�

����

  

2- عملية تفريق: در عملية تفريق معكوس جمعى مفروق را با مفروق منه جمع مى كنيم يا 

به عبارت ديگر، علامه هاى مفروق را تغيير مى دهيم و با مفروق منه جمع مى كنيم. 

7xxxA 23 �++�= مثال1: پولينوم B را از پولينوم A تفريق نماييد اگر 

2222 و  e2d2c2b2A ���= 3x4xxB باشد و نيز اگر  23 +++�= و

22222  باشد.      fe3d3c3bB ����=
حل

 

103xBA

34xxxB

7xxxA
23

23

��=�

±±±=�

�++�=

m

         

 

22222

22222

2222

fedcbBA

fe3d3c3bB

e2d2c2b2A

++++=�

=

���=

� mmmm

يا
 

10x3
3x4xx7xxx

)3x4xx(7xxx
2323

2323

��=
���+�++�=

+++���++�

                                                             

بايد به ياد داشته باشيم كه غرض ساده ساختن يك پولينوم حدود مشابه )Like terms( را 

باهم جمع و يا از يكديگر تفريق مى كنيم.

به طور مثال:              
 

92mn5mn4mne)
yx5xy2xyxxy6xyd)

22xx2xxx2xc)

22x31x3xb)
84x8x6x2x9x86xxa)

222

2424242

�=�+�
�+=+���

��=����

=�+��
�+=�++�+

                                          

+



19

فعاليت

فعاليت

در پولينوم هاى زير حدود مشابه)Like terms( را نشان دهيد.

 
222222

222222

5fgg3f2fgfggf2fg10p6p4p3p

73rss4rs2r9rs36t6t5tt

++��+++�

�++��+�+�
             

كدام پولينوم را جمع كنيم تا حاصل جمع  22334 baab3ba2a +�+ مثال2: با پولينوم 

224334  شود؟ babab3ba3a2 +���
حل                            

 

434

32234

432234

bb5aa

3abbab2aa

b3abbab3a2a

��

±±�

��+�

m

                                                                      

33 را از مجموع پولينوم هاى  32 �� xx 2264 و xx �+ مجموع پولينوم هاى

732 تفريق كنيد. 3 �+� xx و xxx 223 �+

مثال3: تفريق كنيد.
 

5324

5432234

5432234

1010yy202xy101x

y505404xyy101xy303xy101x-

505y404xyy101xy303xy202x

��

±±

����

mm

                                          

  0

dx11cx8bx5ax3
dx11cx8bx5ax3 ���

mmm

                                                         
 مثال4: حدود مشابه )Like terms( را باهم جمع و ساده كنيد.

 

bababaab22y1y1y

92xx7x10842kkk610kk20
222

22

=+�++�+��

�=��+�=�+�

�=+�+�+��=�����

±
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تمرين

55xx52x5xx

02bbb4bb22b4b
222

22323

+��=+��

=+�++�+��

Rپولينوم ها باشند؛ پس: ,PQ و بايد به ياد داشته باشيم كه اگر 

PQQP +=+ )خاصيت تبديلى عملية جمع(.......................

    RQ)(PR)(QP ++=++ )خاصيت اتحادى عملية جمع(...... 
  PRPQR)P(Q +=+ )خاصيت توزيعى ضرب، بالاى جمع(............. 

 RPQPR)P(Q +=+ يا:                                                                                          
در عمليه هاى جمع و تفريق پولينوم ها حدود مشابه باهم جمع و يا از يكديگر تفريق مى شوند. 
تفريق  و در عملية  اتحادى صدق مى كند  و  تبديلى  پولينوم ها خاصيت هاى  در عملية جمع 
جمع  بالاى  ضرب  توزيعى  خاصيت  و  مى شود  جمع  مفروق منه  با  مفروق  جمعى  معكوس 

پولينوم ها نيز صدق مى كند.

3xy2x2  باشد، پولينوم  +� 22 است اگر يك پولينوم 2 yxx �+ 1. مجموعة دو پولينوم
ديگرى را دريابيد.

تفريق   124 324 +�++ xxxx پولينوم از  را    1xx2x5x3 234 +�++ پولينوم  .2
كنيد.

را تفريق كنيد.   3223 bab3ba3a �+� ، پولينوم  3223 bab3ba3a +++ 3. از پولينوم 
 822 23 �+�= aaaC 7a6a2aA,5a2aB  و 233 +�+=++= 4. اگر

) ?=++ CBA باشد مجموعة اين سه پولينوم را دريابيد. )

)4a2()2a3ab2()a3ab(  مساوى است به: 22 ++�+++ 5. حاصل جمع افادة 
  2a8ab3)ca8ab3)b2a8ab3)a 222 +++++�

6. جمع كنيد:
  )ab61()2aab3()ab5a2ba3( 2222 ++�+�+�+
7. اگر دو طياره از يك ميدان هوايى در جهت مقابل همديگر پرواز كنند، در صورتى كه 2 
40022 ميل و فاصلة طيارة ديگر از  ++ xx ساعت بعد فاصلة يك طياره از ميدان هوايى

100x50x3   ميل باشد فاصله بين اين دو طياره را دريابيد. 2 +� همين ميدان هوايى 
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فعاليت

ضرب پولينوم ها
 

حجم مكعبى را دريابيد كه هر ضلع آن 

)1(  سانتى متر باشد. +x

545 ضرب كنيم  sr 323  را در مونوم  sr ضرب مونوم در مونوم: اگر مونوم 

865432  مى شود. sr15)sr5)(sr3( = حاصل ضرب آن 

)ab5)(ba30(  را دريابيد.   2 ��  و 
 
)yzx3)(yx7(,)x)(x

3
1( 842 ��� حاصل ضرب 

 مثال1: حاصل ضرب مونوم هاى زير را به دست آوريد:
 

422

3222

b11bb

233

12x2xm11mm

53322523

1aa22

0.01x))(0.1x(0.1x

nm)mnmn)((0.0001p01p)(0.01p)(0.

0.0010.1)0.1)(0.1)((aaa))(a(

a
4
1a)

2
1a)(

2
1(nm

8
125mn)

2
5mn)(

2
5mn)(

2
5(

2a2a)(axx)x(x

t8s))(2stt4s(32a2a)(2a)(

25y)(5y)5y(1
16
16)

4
1)(

4
16()

2
1((4)

4
1

=

=��=

�=���==��

=��=

=��==

�=��=��

�=�===

++

+++

+

ضرب مونوم در پولينوم
مثال2: حاصل ضرب  زير را دريابيد.

 

44333422222

254

7332432454423

t8st24st20s)t2s6stt(5st4s

36b24b15b12)8b3b(5b

n8mn2m)4mn)(1n(2myxx)yx(xx

+��=�+�

�+�=+��

�=��=�

          

x+1
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فعاليت

x+2  باشد. ، عرض آن x  و ارتفاع آن  x2  حجم مكعبي را دريابيد كه طول آن 

ضرب پولينوم در پولينوم

)5x)(4x(   را دريابيد. �� مثالa( :3(حاصل ضرب
 20x9x20x4x5x)5x)(4x( 22 +�=+��=�� حل: 

 

20x55
x4xx
4x

2

��
�
�

                                                                                                 

 322322 bab3ba3a)bab2a)(ba()ba)(ba)(ba()b +++=+++=+++

x(Q)x(P( را دريابيد. � )(12 باشد،  2 +�= xxxQ xxxP  و  2)( 3 += c: اگر 

 )1xx2()x2x()x(Q)x(P 23 +��+=�                            

 1x2)x(x2x2x21x)x(xx2x 23323 �+��+�+�+��+�=

                 

 

 x2x2x5xx2x2x2x4xxx2 234523345 +�+�=+�++�=
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فعاليت

33  باهم ضرب كنيد.   ba � 33 و  ba + مثال4: افاده هاي زير را به كمك مطابقت هاى 
حل                                                                                          

 

3322
3

22
3

23233333

n3m33n3m

2nnm2mnmn2nmm2nm

yx)y()x(

])y[(])x[(])y()x][()y()x[(

)yxyx)(yx)(yxyx)(yx(

)yxyx)(yxyx)(yx)(yx()b

yx)y()x(

])y()y)(x()x)[(yx()yyxx)(yx()a

�=�=

�=+�=

+�+++�=

+�+++�

+=+=

+�+=+�+

R پولينوم ها باشند: PQ و , به ياد داشته باشيد اگر 

   PQQP �=� )خاصيت تبديلى ضرب( 

  RQ)(PR)(QP ��=�� )خاصيت اتحادى ضرب( 

)(84 باشد خاصيت هاى تبديلى و اتحادى ضرب  �= xxQ 1xx2)x(P  و  2 ��= اگر
را در آن ها بررسى كنيد.

در جدول زير مساحت)Area( اشكال هندسى را دريابيد:

اشكال هندسىطول داده شدهمساحت

 20nn2 �+ 4�n n+5 و عرض آن  مستطيلطول آن 

 3y3y6 2 �+ 12 �y 33 و  عرض آن  +y مستطيلطول آن 

 
5b2b

2
5b 23 �+�22 +b 52 و ارتفاع آن  �b مثلثقاعدة آن 

 169m26m2 13m  مى باشد++ + مربعهر ضلع آن 

 16g16g4 2 42  مى باشد�+ �g مربعهر ضلع آن 

 S++ )4c12c9( 23 مى باشد2 +c دايرهشعاع آن 
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تمرين

فعاليت

)acbcabcba)(cba(  را دريابيد. 222 ���++++ حاصل ضرب  

سؤال: چهار سمت يك حوض مستطيل شكل، راه سمنت شدة 
حوض مى باشد كه عرض راه  x متر و طول و عرض حوض به ترتيب 

m25   مى باشد مساحت راه را دريابيد. m50  و 
حل: مساحت مجموعى راه و حوض                                         

     2x4x1501250)x250)(x225(A ++=++=
  

                         2m1250)m50)(m25( = مساحت حوض:
  x150x41250x4x1501250 22 +=�++ پس مساحت راه: 

مى باشد.
در ضرب پولينوم ها مى توان مونوم را در مونوم، مونوم را در پولينوم و يا پولينوم را در پولينوم 
با هم ضرب كرد و در عملية ضرب خاصيت هاى تبديلى، اتحادى و خاصيت توزيعى ضرب 

بالاى جمع نيز صدق مى كند.

  )zxy5)(zyx4(,)2y2x2(xy2 232222 ��+� 1. ضرب كنيد: 

42 مى باشد، اگر  �x )1(   انچ و عرض آن  +x 2. ارتفاع يك  بكس x انچ، طول آن 

ارتفاع بكس 3 انچ باشد حجم اين بكس مساوى است به:

             
 3333 in20)din48)cin24)bin40)a                                       

  مساوى است به:
 
pr

p

r
rq

r

q
qp

q

p

)
a
a()

a
a()

a
a( �

�
�

�
�

�
3. حاصل ضرب 

  1)b1)a �                    )c صفر         )d هر سه درست نيستند 
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فعاليت

تقسيم پولينوم بر مونوم

آيا حاصل تقسيم
 

x
x,

mn
mn3,

b
1
a
1

,
n
n
m4

22

2

�
�

 را به دست آورده    
 
2

5

x2
x14

و 
 

b

a

n
n�

 مى توانيد؛ )اگر تمام مخرج ها خلاف صفر باشند(؟

:)Dividing monomial by monomial(تقسيم مونوم بر مونوم
مثال1: تقسيم كنيد.

 
ba

b

a
x2

x

2
3

26

39
44

34

755

n
n
n,a

a
a,yx

2
3

yx4
yx6,cab3

bca12
cba36 �� �=

�
=

�
�

==

تقسيم پولينوم بر مونوم:  
 

)0x(7x5x
x
x7

x
x5

x
x

x
x7x5x

x)x7x5x(

22
2

2

2

3

2

4

2

234

2234

z�+=�+=
�+

÷�+

                 
مثال2: تقسيم كنيد:

 

)0sr(rs4rsr
sr

sr4srsr

)0yx(y4xyyx
yx

yx4yxyx

2334
2

43526

3855
3

936428

z��=
��

z��=
��

                               

حاصل تقسيم را به دست آوريد)مخرج ها خلاف صفر اند(
 

 
72

732

2

2

83

812136

cb6
cb10:c

1y
x

1y
x:b

yx9
yx18yx27:a

�
÷

�
�
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فعاليت

تقسيم پولينوم بر پولينوم: وقتى كه يك پولينوم را بالاي پولينوم ديگر تقسيم مى نماييم 
مقسوم)Dividend( و مقسوم عليه )Divisor( هر دو بايد به طور منظم ترتيب شوند.

)x2x3()x4x312x2x13(  را به دست  2234 �+÷�+++ مثال3: حاصل تقسيم 
آوريد.

                                                      

                                                                   

 

0

128x4x

128x4x

21x14x7x

13xx017x

47x2x6x4x2x

32xx1213x4x3x2x

2

2

23

23

2234

2234

±±

+�

±±

+�

++±±

+�++�+

m

m

m

)()( را به دست آوريد. 55 baba +÷+ حاصل تقسيم  

)3x()30x19x(  را دريابيد. 3 +÷�� مثال4: حاصل تقسيم 
حل

 

 

0

30x10
30x10

x9x3

x19x3

10x3xx3x_

3x30x19x

2

2

223

3

mm

mm

��

��

��±

+��

                                                    
           

( پوره تقسيم  12 +x 6x12x10x4  كدام عدد جمع شود تا بر) 23 ++� مثال5: با پولينوم
شود؟
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فعاليت

حل
 

3

918x_
618x

6x12x

12x12x

96x2x2x_4x

12x612x10x4x

2

2

223

23

�

±
+

+�

+�±

+++�

mm

                                                              

پوره تقسيم مى شود، متوجه بايد  )12( +x در نتيجه، اگر با پولينوم فوق عدد 3 جمع شود به

بود كه عملية تقسيم را تا وقتى ادامه مى دهيم كه باقى مانده صفر و يا درجة باقى مانده از درجة 

مقسوم عليه به اندازة يك كم باشد.

  143 2 +� yy 1y6y11y6  مى باشد. اگر يك پولينوم 23 �+� حاصل ضرب دو پولينوم
باشد پولينوم ديگرى را دريابيد.

13 پوره تقسيم  2 �x 5xx13x3x12  بر  234 ++�+ مثال6: به كدام قيمت x  پولينوم
مى شود. 

حل
 

1x22x

22x39x

022x52x9x

x3x_

x9x3x

3x4x4x_12x

13x5x13x3x12x

2

2

3

23

224

2234

�=+

�=±

=+++�

+�

�+

�++�+

m

m

m

                              

13  پوره تقسيم مى شود. 2 �x x=�1 پولينوم فوق بر پس براى
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در تقسيم پولينوم مي توانيم مونوم را بر مونوم، پولينوم را بر مونوم و يا پولينوم را بر پولينوم 

تقسيم كنيم، طوري كه مقسوم و مقسوم عليه به طور نزولى ترتيب گردد و عملية تقسيم تا 

وقتى ادامه داده مي شود كه درجة باقيمانده به اندازة يك از درجة مقسوم عليه كم باشد.

13x  پوره تقسيم مى شود؟ � pxxx بر   +�� 973 23 1. به كدام قيمتP پولينوم 

2. خارج قسمت ها را دريابيد.

 

83

812136

3

245

4

4825

55

2

333

ba9
ba18ba27

x3
x15x9x12

kj2
kj3kj

)yx()yx(

)2x()6xx(

)cba()abc3cba(

�

++

�

�÷�

�÷�+

++÷�++

            

 

)y3x2()y27x8(

)2x3()2x7x2x9(

)aaxx()ax(

33

24

2233

+÷+

+÷+++

+�÷�

 )5x2()xx8x212x7( 2234 +÷��+�

تمرين
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قضية باقى مانده
)Remainder !eorem( 

آيا بدون انجام دادن عملية تقسيم مى توانيد 

  66 23 ��� xxx بگوييد كه اگر پولينوم 

4�x تقسيم گردد باقى مانده چند  بر 

خواهد بود؟

   )(aPR = aP)( مى شود يا ax تقسيم شود باقى مانده مساوى با � بر )(xP اگر پولينوم 

( تقسيم شود باقى مانده   3x + x(P(4x3x2  بالاي )  2 ++= مثال1: اگر پولينوم

P)3(  مساوى است. � )Remainder( با 

     134)3(3)3(2)3(P 2 =+�+�=� حل:

حال امتحان مى كنيم وعلمية تقسيم را انجام مى دهيم:

13

9x3
4x3

x6x2_

4x3x2
2

2

mm

+�

±

++

                                                                                                            

aPR)( مى باشد. = )( تقسيم كنيم باقى مانده  ax � xP)( را بالاي   قضيه: اگر پولينوم  
R باشد داريم  xQ)( و باقى مانده  ، )( ax � xP)(  بر  ثبوت: اگر خارج قسمت تقسيم 

كه:

RP(a)
Ra)Q(a)(aP(a)
Ra)Q(x)(xP(x)

=
+�=
+�=

                                                              

)2( تقسيم شود باقى مانده چند خواهد بود؟ �x 72 بالاي  23 �� xx مثال2: اگر پولينوم 

باقی

 
3x2

3x
�

+

 
ax

0ax
=

=�
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فعاليت

حل       
 574167)2()2(2)2(P 23 =��=��=

    5R =

توسط قضية فوق باقى مانده را معلوم كنيد.

)17x(  تقسيم شود. + 141022623 بالاي   +�� xxx t اگر
)4(  تقسيم شود. �x 5x3x2x  بالاي  23 ++� t اگر

)8( تقسيم شود. +x 199x164x18x  بالاي 23 +++ t اگر

تقسيم  عملية  انجام  بدون  شود.  تقسيم   )
2
1( +x بالاي  95 2 �+ xx پولينوم اگر  مثال3: 

بگوييد كه باقى مانده چند خواهد بود؟
حل 
 

2
1x

4
33

4
36259

2
1

4
59

2
1)

4
15(

0
2
1x9

2
1)

2
15()

2
1P( 2

�=�=
��

=��=��=

=+���=�

       

)12( تقسيم كنيم بدون  +y 11yy7y10)y(P  را بالاي  23 ��+= مثال4:  اگر پولينوم 
انجام دادن عملية تقسيم باقى مانده را دريابيد.  

حل
                                                    

10R

10
4
40

4
4427511

2
1

4
7

4
5

11
2
1)

4
17()

8
110()

2
1P(

11)
2
1()

2
17()

2
110()

2
1P( 23

�=

�=
�

=
�++�

=�++�=

�++�=�

����+�=�

                                           

 

2
1y

1y201y2

�=�

�=�=+
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فعاليت

باقى ماندة سؤال مثال 4 را توسط انجام دادن عملية تقسيم دريابيد.

)4( تقسيم گردد  +x 18x33x13x12x4  بر  234 +��+ مثال5: اگر پولينوم 
باقى مانده را دريابيد. 

حل 

  
 18)4(33)4(13)4(12)4(4)4(P 234 +�����+�=�

 1989761174181322087681024 =�=++��=

حال عملية تقسيم را انجام مى دهيم:

 

198

18045x
1845x

12x3x

33x3x

16x4x

13x4x

453x4x4x16x4x-

4x1833x13x12x4x

2

2

23

23

2334

234

mm

mm

+�

±±

�+

��

�+�±

++��+

اگر پولينوم )x(P را بالاي )x-a ( تقسيم كنيم بدون انجام  عملية تقسيم توسط قضية باقى مانده 

كه  مى توانيم  كرده  دريافت  را  تقسيم  عملية  باقى ماندة   )Remainder "eorem(

باقى مانده)R( با )P)a مساوى مى باشد.
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تمرين

1. به كمك قضية)Remainder theorem(  باقى مانده را دريابيد.

 

)6.1y()6yy4()9x4()15x6(

)
2
1p()20pp2p6()3x()1x4xx5(

22

2323

�÷��+÷+

�÷+�+�÷++�

x+2 ( تقسيم شود به كمك قضية باقى مانده  6xk3xkx5  بر ) 223 �+� 2.   اگر پولينوم 

�44  خواهد شد؟     k باقى مانده  بگوييد كه به كدام قيمت 

(  تقسيم شود به كدام قيمت k عدد 2 
2
1( �y 1kyyk2   بالاي  242 +� 3. اگر پولينوم 

باقى مى ماند؟

)1( تقسيم شود به كدام قيمتm  باقى ماندة  �x 2x10xm  بالاي  242 +� 4. اگر پولينوم 
آن 17 مى شود؟   
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فعاليت

قضية فکتور
)!e Factor !eorem( 

)1( يك فكتور پولينوم  �x آيا  

)(24   است؟ 23 ++�= xxxxP

ax يك فكتور اين پولينوم مى باشد. � )(0 شود؛ پس  == aP  ، )(xP اگر در پولينوم

)(  تقسيم  ax � xP)( بالاي  aPR)( است، اگر پولينوم  = ثبوت: به اساس قضية باقيمانده

 0=R اگر    Ra)Q(x)(xP(x) +�= داريم كه: باشد   )(xQ آن خارج قسمت  و  شود 

                                                                             a)Q(x)(xP(x) �= باشد؛ پس: 

)( يك فكتور  ax � xP)( مى باشد و يا اگر )( يك فكتور پولينوم ax � مشاهده مى شودكه

)(0 است.      =aP xP)( باشد؛ پس پولينوم 

)2( يك فكتور پولينوم    �x مثال1: به اساس قضية فكتور نشان دهيد كه

 مى باشد.  
 28x4x3x)x(P 23 �++=

حل
 

2x02883(4)828243(2)2P(2)

02x284x3xxP(x)
23

23

==�++=��++=

=��++=

     

xP)( مى باشد.     )2( يك فكتور پولينوم   �x )2(0 است؛ پس  =P R يا  چون

1�x يك فكتور   بدون اجراى عملية تقسيم به كمك قضية فكتور نشان دهيد كه 
15x26x13x2)x(P  مى باشد.   23 �+�=

  32x)x(P 5 �= ( يك فكتور پولينوم 2�x مثال2: به كمك قضية فكتور نشان دهيدكه)
مى باشد.  

)1()1( 5 +÷+ xx

011
]11()1(P 5

=+�=
) +�=[ �
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فعاليت

حل

 

 

03232322P(2)

32xP(x)
5

5

=�=�=

�=

                                                                                  

32x5  مى باشد. � )2( يك فكتور پولينوم  �x PR)2(0 است؛ پس == چون

4x7x5x2)x(P  مى باشد؟ 23 +++= يك فكتور پولينوم )1( +x مثال3: آيا 

                           0475241)7(1)5(1)2(1)P( 23 =+�+�=+�+�+�=� حل:

)1( يك فكتور اين پولينوم مى باشد.  �x مساوى به صفر است؛ پس  )1(�P Rيا  چون

  k2xx3x2)x(P 34 ���= )1(  يك فكتور پولينوم  �x  ، k مثال4: به كدام قيمت 

مى باشد؟  
حل

 

 

1k22k02k2
2k22k1322k13(1)2(1)P(1) 34

�=�=��=��
��=���=���=

                                  
1�x يك فكتور اين پولينوم  k=�1 باقيمانده صفر مى شود، در نتيحه  چون براى 

مى باشد.

توسط قضية فكتور نشان دهيد كه آيا دو حده هاى )باينوم ها( طرف چپ، فكتور هاى 
پولينوم هاى مربوط مى باشد و يا خير؟

  

 

)32(x:2)(x1)11x(10x:0.1)(x

)
8
1(x:)

2
1(x6)7x(20x:)

2
1(x

125)(y:5)(y1296)36x(x:6)(x

523

33

336

+++��

��+++

+++��

)Converse of Factor !eorem(  معکوس قضية فکتور
)(0 است و عدد a يك جذر  =aP xP)( باشد؛ پس:  )( يك فكتور پولينوم  ax � اگر 

)(0 مى باشد.  =xP )Root( معادلة پولينومى 
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فعاليت

6x11x6x)x(P  باشد، نشان دهيد  23 �+�= )2( يك فكتور پولينوم �x مثال1: اگر
06x11x6x  مى باشد.  23 =�+� )2(0  است و عدد 2 يك جذر معادله  =P كه 

)2( يك  �x 06x11x6x  باشد؛ پس:  23 =�+� حل: اگر عدد 2 يك جذر معادلة
)2(0 مى باشد.  =P فكتور اين پولينوم است و

  06222486)2(11)2(62)2(P 23 =�+�=�+�=                                           

08kxx4x  باشد قيمت k را دريابيد. 23 =+++ مثال2: اگرعدد 2- يك جذر معادلة 
حل

 

08)2(k168
08)2(k)2(4)2( 23

=+�++�
=+�+�+�

                                                                            
 

8k
1688k2

=
�+�=�

                                                                                     
  012x5x6x 23 =++� مثال3: نشان دهيد كه عدد 3 يك جذر معادلة پولينومى

مى باشد. 
حل

 

00
05454

012155427
012)3(5)3(6)3( 23

=
=�

=++�
=++�

                                                                                   
مشاهده مى شود كه عدد 3 يك جذر اين معادلة پولينومى مى باشد. 

02x5x4x  مى باشد. 23 =�+� نشان دهيد كه عدد 2 يك جذر معادلة

   015kxx7x6x2 234 =�+�� مثال 4: به كدام قيمت k عدد 3 يك جذر معادلة
مى باشد؟

حل  

 

 

26k
78k3

781621626315k3
015k363162162

015k3)9(7)27(6)81(215k3)3(7)3(6)3(2 234

=
=

=�++=
=�+��

=�+��=�+��
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    ،P)x( است، و اگر در پولينوم P)a(=0باشد، پس P)x(  يك فكتور پولينوم )x-a( اگر

a(=0(P شود، )x-a( يك فكتور پولينوم  )P)x مى باشد. 

kx  يك فكتور پولينوم   ,)2( � 1 - به كدام قيمت 

12kxkxxx2)x(P   مى باشد؟  234 �++�=

27x27xx)x(P  مى باشد؟  235 �+�= يك فكتور پولينوم )3( +x 2 - آيا

)7( يك فكتور پولينوم  +x 3 - توسط قضية فكتور نشان دهيد كه

مى باشد.  7x8x8x)x(P 23 +++=

)7( يك فكتور پولينوم    �y 4 - بدون انجام عملية تقسيم نشان دهيد كه آيا 

مى باشد؟  7y14y6y2y)y(P 234 ���+=

2m4m2)x(P  مى باشد؟  2 �+= يك فكتور پولينوم
 

)
2
1m( + 5 - نشان دهيد كه آيا 

8x10xx  را تجزيه كنيد. 23 +�+ 6- به كمك قضية فكتور پولينوم

2bxaxx)x(P  باشند،  23 +++= فكتور هاى پولينوم )1( +x )1(  و �x 7- اگر 

قيمت هاى a  و b را دريابيد.

    kx16x5x)x(Q 23 +��= )5( يك فكتور پولينوم �x  ، k 8 - به كدام قيمت

مى باشد؟

  0kx14x9x 23 =++� �)1(   يك جذر معادلة پولينومى 9 - به كدام قيمتk عدد 

مى باشد؟

تمرين
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تقسيم ترکيبى
)Synthetic Division( 

آيا بدون انجام عملية تقسيم، خارج قسمت 

و باقى مانده را مى توان دريافت كرد؟ 

   5xx3x2)x(P 23 ��+= اگر پولينوم 

)2( تقسيم شود. �x بالاى

،  تقسيم تركيبى )Horner's Method( يك  )( ax � xP)( بالاى براى تقسيم پولينوم

طريقه كوتاه مى باشد كه به طور عموم  براى اين اهداف از آن كار گرفته مى شود. 

. x1 - يافتن قيمت پولينوم براى قيمت هاى مختلف
 .  0)x(P = 2 - براى يافتن جذر ناطق معادلة

3 - براى تجزية افاده هاى الجبرى. 
 )4( +x بالاى  را    18x33x13x12x4)x(P 234 +��+= پولينوم اگر  مثال1: 
تقسيم نماييم، بدون انجام عملية تقسيم توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت )Quotient( و 

باقى مانده )Remainder( را دريابيد. 
حل

 
4x

04x
�=

=+

 

19845344

180121616
4183313124

��

��
���

                       

45x3x4x4  و باقى مانده 198 مى باشد به اين مفهوم كه:  23 �+�  خارج قسمت 
 198)45x3x4x4)(4x()x(P 23 +�+�+=

عملية فوق را در قدم هاى زير نشان داده مى توانيم: اعداد سطر اول ضريب هاى مقسوم مى باشند 

x به طور نزولى ترتيب شده اند. كه نظر به توان 
1. عدد 4 از سطر اول به سطر سوم پايين شده است.

سطر اول 
سطر دوم

سطر سوم
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فعاليت

2. عدد 4 در )4-( ضرب شده كه )16-( مى شود و)16-( در سطر دوم زير عدد 12  نوشته 
شده است.

3. حاصل جمع اعداد 12 و )16-( را كه )4-( مى شود در سطر سوم مى نويسيم.
4. عدد )4-( را در )4-( ضرب كه 16 مى شود و در سطر دوم زير عدد 13-  نوشته شده 

است.

5. حاصل جمع اعداد 16 و )13-( كه 3 مى شود در سطر سوم نوشته شده است.
6. حاصل ضرب 3 و )4-( كه )12-( مى شود در سطر دوم زير عدد 33- نوشته شده است.

7. حاصل جمع)33-( و )12-(  را كه 45- مى شود در سطر سوم نوشته شده است.
شده  نوشته   18 عدد  زير  دوم  سطر  در  مى شود   180 كه   )-4( و  حاصل ضرب)45-(   .8

است.

9. حاصل جمع 180 و 18 كه 198 مى شود در سطر سوم قرار گرفته كه، 198 باقى مانده و 
45x3x4x4  خارج قسمت مى باشد.  23 �+�

 45x3x4x4)x(Q 23 �+�= R=198  و
 198)4x)(45x3x4x4()x(P 23 ++�+�=

                                                          

                                                          باقى مانده + )خارج قسمت(x )مقسوم عليه(= مقسوم

                                                                  

توسط انجام عملية تقسيم خارج قسمت و باقى ماند ة سؤال فوق را دريابيد.

مثال2: توسط تقسيم تركيبى و انجام  عملية تقسيم خارج قسمت و باقى مانده  عمليه تقسيم 
)2x()3x2x5x4(  را دريابيد.  24 �÷�+�

به ياد داشته باشيد عوض ضريب هاى حدودى كه وجود ندارد صفر مى نويسيم يا به عبارت 

ديگر، پولينوم را به شكل پولينوم مكمل به طور نزولى ترتيب مى نماييم.       
            

 

45241184

4822168
232504 ��

                                   

حالا عملية تقسيم را انجام مى دهيم.
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45

4824x
324x

22x11x

2x11x

16x8x

5x8x

2411x8x4x8x4x

2x32x5x4x 

2

2

23

23

2334

24

m

m

m

m

�
�

�

+

�

�

+++�

��+�

                        

مثال3: توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت و باقى مانده

)3x()28x27xx(  را دريابيد.  235 +÷�+�
 28x0x27xx0x28x27xx 2345235 ��++���=�+� حل: 

 

3x193831

03x2792493
328027101

�=���

=+���
���

�)1(  مى باشد. 9x3x8x3x  و باقى مانده  234 �++� خارج قسمت 

مثال 4: توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت و باقى مانده را دريابيد. 

 )3t2()14t2t7t2( 23 �÷+��

حل

                                                    

 

2
3t

0
2
3t

2
3t

2
3t2

=

=�

�=
�

 

2
3

 
 

2842
1263

14272

��
��

��

  24x11x8x4 23 +++ خارج قسمت

45 مى باشد. و باقى مانده
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فعاليت

تمرين

)42(  مى باشد. 2 �� tt 842  خارج قسمت نيست؛ بلكه خارج قسمت   2 �� tt
مثال 5: توسط تقسيم تركيبى )Synthetic division( خارج قسمت)quotient( و 

باقى مانده )remainder( را دريابيد.

 )5V()5V2V4( 23 �÷+�
 

45590184

4509020
5024 �

                                                                                          

455R  مى باشد. = 90v18v4)x(Q  و  2 ++= پس 

توسط تقسيم تركيبى، باقى مانده و خارج قسمت را دريابيد.
 )3x()15x5x5x6x( 435 �÷�+�+

براى تقسيم پولينوم )x(P  بالاى )x-a ( مقسوم را به شكل پولينوم مكمل به طور نزولى ترتيب 

مى دهيم و  بدون اجراى عملية تقسيم، توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت و باقى مانده را به 

دست مى آوريم كه درجة خارج قسمت به اندازة يك، از درجة مقسوم عليه كم مى باشد.

1- توسط تقسيم تركيبى، خارج قسمت و باقى مانده را دريابيد.

 

)
2
1p()20pp2p6(

)9x4()15x6()4x()7x3x5(

)3x2()12x2x7x2()1x()1x2x10(

23

23

232

�÷+�+

+÷++÷+�

�÷+��+÷++

 

2- توسط تقسيم تركيبى باقى مانده و خارج قسمت ها را دريابيد.                        
 

)7x()7x8x8x(

)5x()5x2x4(,)3y()9y17y(
23

2335

+÷+++

�÷+��÷��

 5
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دريافت فکتور و قيمت 
پولينوم توسط تقسيم ترکيبى

آيا به كمك تقسيم تركيبى مى توانيد 

يك فكتور پولينوم     )3( +x بگوييد كه 

مى باشد؟  27x27x9x 23 +++

)1( يك فكتور پولينوم   �x مثال1: توسط تقسيم تركيبى نشان دهيد كه 

1xxxx2)x(P  مى باشد. 234 �+��=

 01012

1012
11112 ���

يك فكتور اين پولينوم مى باشد.                                                               )1( �x R=0 است؛ پس چون
و يا اين كه:

                                            )1xx2)(1x(1xxxx2 23234 ++�=�+��                                                         

و يا توسط قضيه باقى مانده: 

                  011112111112)1( 234 =�+��=�+���=P                                                  

150x3x  مى باشد و يا خير؟  23 �+ )10x(  يك فكتور پولينوم + مثال2: آيا
                                                                  

    

 

8507071

7007010
150031

��

��
�

                                                                  

  1503 23 �+ xx )10x(  فكتور پولينوم + ، پس  )0( zR R=�850 مى باشد  چون
نمى باشد. 

x=2  توسط تقسيم  x525x12x3)x(P  را براى  23 ++�= مثال3: قيمت پولينوم 

1  

  10�
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فعاليت

تركيبى دريابيد.

xP)( را به طور نزولى ترتيب مى كنيم.  حل: در اول پولينوم
                                                                                 

 

11763
14126

2255123

25x5x12x3)x(P 23

��
��

�

++�=

                                                                               

P)2(11  مى باشد.  = در نتيجه

x=1 و  5x10xx)x(P   را براى   23 ++�= توسط تقسيم تركيبى قيمت پولينوم 
x=3  دريابيد.

2564 مى باشد.                                       �r )4( يك فكتور �r مثال4: توسط تقسيم تركيبى نشان دهيد كه

 256r0r0r0r256r 2344 ��+�+�+=� حل                                                    

                                                      
                                                                

                                                                            

0641641

25664164
2560001 �

                                                                         
 

0R
64r16r4r)x(Q 23

=
+++=

                                                                                      

2564 مى باشد.  �r )4( يك فكتور  �r درنتيجه

دريافت جذرهاى معادله توسط تقسيم ترکيبى
064 باشد جذرهاى ديگر اين  23 =�++ xxx مثال5: اگر عدد )1( يك جذر معادلة 

  4

4r
04r

=
=�
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تمرين

معادله را توسط تقسيم تركيبى دريابيد. 

حل 
 

0651

651
6141 �

                                                                   

652  مى باشد. ++ xx خارج قسمت 

 

 

2x3x
0)2x)(3x(

06x5x

)6x5x)(1x(6xx4x
2

223

�=�=
=++

=++

++�=�++

                                                               
�3 مى باشند. �2  و   دو جذر ديگر اين معادله

توسط تقسيم تركيبى مى توان فكتور و قيمت يك پولينوم و نيز جذر يك معادلة پولينومى را 
دريافت كرد. اگر پولينوم )x(P را بالاى )x-a( تقسيم نماييم و )R=0( باشد،)x-a ( يك 

فكتور پولينوم )x(P است و عدد )a( جذر معادلة پولينومى0=)P)x مى باشد.

6x7x20   و  3 ++ ( يك فكتور پولينوم
2
1( +x 1- توسط تقسيم تركيبى نشان دهيد كه  

2xx2x  مى باشد.  24 ++� )1( يك فكتور پولينوم +x

1x11x10  مى باشد؟ چرا؟ 23 +� )1,0( يك فكتور پولينوم �x 2- آيا

y=6 دريابيد.  را براى   32 yy6y6 +�� 3- توسط تقسيم تركيبى قيمت پولينوم

08x10xx  باشد جذرها ديگر اين معادله  23 =+�+ 4- اگر عدد )1( يك جذر معادلة

را توسط تقسيم تركيبى دريابيد. 

08kxx4x   باشد به كمك تقسيم  23 =+++ 5- اگر عدد) 2-( يك جذر معادلة 

تركيبى قيمت k را دريابيد.

1  
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 خلاصة فصل

افادة  و  ناطق  غير  الجبرى  افادة  ناطق،  الجبرى  افادة  مى باشد،  نوع  سه  به  الجبرى  افادة   t
الجبرى پولينومى. مونوم عدد، يك متحول يا حاصل ضرب يك عدد و يك يا چندين متحول 

مى باشد.

�tحدودى كه متحولين و درجه هاى شان عين چيز باشند حدود مشابه )Like terms( ناميده 
226 حدود مشابه اند.  yx� 224 و yx 25x يا   23x و مى شوند؛ مثل:

توان هاى حرف ها شان در  يا چنده حده مى باشدكه  الجبرى يك  افادة  از  �tپولينوم عبارت 
ست اعداد مكمل شامل باشند. 

�tدرجة يك پولينومى كه از يك حرف )متحول( تشكيل شده باشد عبارت از بزرگترين توان 
اين حرف مى باشد و اگر پولينوم از چند حرف تشكيل شده باشد درجة مونومى كه بزرگترين 

توان را داراست عبارت از درجة پولينوم مى باشد.

در  مثال:  )Numerical Factor( يك حد، ضريب مى گويند؛ طور  فكتور عددى  �tبه 
 مى باشد. 

2x 23x عدد 3 ضريب

�tتمام اعداد ثابت پولينوم ها اند كه به نام پولينوم هاى ثابت ياد مى شوند كه درجة پولينوم هاى 
ثابت صفر است، اما درجة پولينوم صفرى تعريف نشده است. 

�tپولينوم هايى كه داراى يك متحول باشد و ضرايب حدود مشابه آن ها با هم مساوى باشند، 
به نام پولينوم هاى معادل ياد مى شوند. 

در  متحول  شده  داده  قيمت  وضع كردن  نتيجة  در  كه  است  عددى  پولينوم  يك  قيمت  �t
پولينوم به دست مى آيد. 

�tاگر يك پولينوم از بزرگترين توان متحول تا عدد ثابت تمام حدود را داشته باشد به نام 
پولينوم مكمل و اگر يك يا چند حد نداشته باشد به نام پولينوم ناقص ياد مى شود. 

�tاگر يك پولينوم از كوچكترين توان متحول تا بزرگترين توان متحول ترتيب شود، پولينوم 
منظم صعودى و اگر از بزرگترين توان متحول تا كوچكترين توان ترتيب شود به نام پولينوم 

منظم نزولى ياد مى شود.

تفريق  عملية  در  و  هم جمع  با   )Like terms( مشابه  پولينوم ها، حدود  عملية جمع  در  �t



45

علامة مفروق تغيير مى كند و متباقى مراحل مثل عملية جمع، به انجام رسانده مى شود.

)معكوس جمعى مفروق با مفروق منه جمع مى شود(.

�tدر عمليه هاى جمع و ضرب پولينوم ها خاصيت هاى تبديلى و اتحادى و نيزخاصيت توزيعى 
ضرب بالاى جمع صدق مى كند. 

�tدر عملية ضرب پولينوم ها مى توانيم مونوم را در مونوم، مونوم را در پولينوم و يا پولينوم 
را در پولينوم ضرب كنيم.

�tبه همين ترتيب در عملية تقسيم پولينوم ها، مى توانيم مونوم را بر مونوم، پولينوم را بر مونوم 
و يا پولينوم را بر پولينوم تقسيم نماييم.

   )a(P با باقى  باقى مانده،  قضية  اساس  به  شود  تقسيم   )( ax � بالاى  )(xP پولينوم اگر  �t
مساوى مى باشد. 

)(  يك فكتور  ax � )( تقسيم شود و باقى مانده صفر شود،  ax � بالاى )(xP �tاگر پولينوم
xP)( مى باشد.  پولنيوم

پس   باشد؛    )x(M پولينوم فكتور  )cx( يك  � اگر فكتور،  قضية  معكوس  اساس  به  �t
)(0 مى باشد.  =xM c(P(0  است و عدد c جذر معادله پولينومى =

)(  تقسيم نمود، خارج قسمت  ax � xP)( را بالاى  �tتوسط تقسيم تركيبى مى توان پولينوم
و باقى مانده را به دست آورد و نيز توسط تقسيم تركيبى در يك قيمت داده شده متحول، 

xP)( را نيز دريافت كرده مى توانيم. قيمت پولينوم

را مى توان دريافت كرد.  0)( =xP �tتوسط تقسيم تركيبى جذرها معادلة پولينومى
�tتوسط قضية باقى مانده مى توانيم افاده هاى الجبرى را نيز تجزيه كنيم.
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تمرين فصل

1 - قيمت k را دريابيد در صورتى كه: 

125kxx)x(P   باشد. 3 ++= )5( يك فكتور پولينوم  +x a: اگر
k2xx3x2)x(Q   باشد. 34 ���= )1x(  يك فكتور پولينوم  � b: اگر

kxx3x)x(P   باشد. 23 +�+= )2x( يك فكتور پولينوم � c: اگر
2 - توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت  )Quotient( و باقى مانده  )Remainder( را در 

يابيد.
 

)
2
3x()24x31x10(,)10x()1000x100x20x30(

)4x()4x3x6x5(,)4x()28x3xx4x(

223

24245

�÷+��÷+��

+÷�+�+÷��++

يك فكتور پولينوم   )1( �x 3 - توسط قضية فكتور نشان دهيد كه

2xx4x)x(P  مى باشد.  23 ++�=
 
8
1x)x(P 3 �= پولينوم  فكتور  يك 

 
)

2
1x( � كه دهيد  نشان  فكتور  قضية  توسط   -  4

مى باشد.

تركيبى  تقسيم  توسط  را   95)( 2 �+= xxxP پولينوم  قيمت  باشد   
2
1

�=x اگر  -  5

دريابيد.

)(1432 را توسط تقسيم تركيبى  23 ++�= xxxxk x=3 باشد قيمت پولينوم  6 - اگر 

دريابيد. 

7 - توسط تقسيم تركيبى نشان دهيد كه عدد 3 يك جذر معادلة پولينومى 

03xx3x  مى باشد. 23 =�+�

  045 24 =+� xx �1 و 2 جذر هاى معادله  8 - توسط قضية فكتور نشان دهيد كه اعداد

مى باشند.

)3( يك فكتور پولينوم    +x 9 - قيمت k را توسط تقسيم تركيبى دريابيد در صورتى كه

باشد.   24x22kxx3)x(P 23 +�+=
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10 - توسط تقسيم تركيبى خارج قسمت و باقى مانده را دريابيد.

 

 

)4x()7x3x5()6x()6x41x7(

)4x()11x14xx()2x()3x2x5x4(
324

2324

+÷+�+÷�+

�÷+���÷�+�
                   

11 - قيمت هاى b و c را در صورتى دريابيد كه: اگر پولينوم

تقسيم كنيم و باقيماند صفر شود.  232 +� xx cbxx20x6x)x(P  را بر 234 ++�+=

    4mxx5x2)x(k 23 +�+= پولينوم اگر  كه:  در صورتى  دريابيد،  را   m قيمت   -  12

تقسيم شود باقى مانده صفر شود.   )1x2x( 2 �+ بالاى

باشد    2)1x(b3)1x(b16L ���+= و  4)1x(a)1x(a3k 2 ����= 13 - اگر

را دريابيد.  LaKb +

5xx13x3x12)x(P   بالاى 234 ++�+= 14 - به كدام قيمت x  پولينوم 

)13( پوره قابل تقسيم مى باشد؟ 2 �x

)13x(  پوره قابل  � بالاى  Px9x7x3)x(K 23 +��= 15 - به كدام قيمت P  پولينوم

تقسيم مى باشد؟

)12( تقسيم گردد بدون انجام  +x 1x3xx2)x(P  بالاى  23 �+�= 16 - اگر پولينوم

دادن عملية تقسيم مى توانيد بگوييد كه باقى مانده چند خواهد بود؟ 

  
2
7)d3)c

2
3)b3)a ��                                    

)(765 بر   2 �+= xxxP 17 - قيمت m را، در صورتى دريابيدكه: اگر پولينوم

)( تقسيم شود باقى مانده )1( باشد. mx +

)d4)c
5
4)b2)a �

�
 a و b درست اند

             

تقسم گردد بدون انجام دادن  )3( +x 8x5x3x)x(P  بالاى 23 ��+= 18 - اگرپولينوم

عملية تقسيم بگوييد كه با قى مانده چند مى باشد؟ 

 a(7         صفر)d23)c13)b �

z=2 باشد، قيمت افاده هاى الجبرى زير را دريابيد. و 4x,3y =�= 19 - اگر 

     222222 Z
4
1y

3
1x

2
1:bxyz3zxyyzx:a +�++                                  

 x شده  داده  قيمت هاى  براى  را  زير  پولينوم هاى  قيمت هاى  تركيبى،  تقسيم  توسط   -  20
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دريابيد: 

                                         

 

2x,3xxx6x4)x(P

1x,1x4x5x2)x(P

1x,6x5x4x3)x(P

2x,5x2x3x2)x(P

234

34

23

23

�=�+++=

=�+�=

�=+�+=

=+�+=

                                                          

21 - يك،يك جذر معادلات زير داده شده اند. توسط تقسيم تركيبى، جذر هاى ديگر اين 

معادله ها را معلوم كنيد.

03xx3x         يك جذر آن )3( مى باشد.  23 =�+�

013x7x5x       يك جذر آن )1-( مى باشد.  23 =++�

04x5x      يك جذر آن )1-( مى باشد.  24 =+�

04x11x9xx        يك جذر آن )1-( مى باشد. 234 =����

xP)( چند است؟ )(0  باشد درجة پولينوم =xP 22 - اگر 

 a( 1     b( -1    c(صفر     d( تعريف نشده است

)2( مى باشد مساحت مستطيل را  +x )5(  و  +x 23 - از مساحت مستطيلى كه ابعاد آن 

)1( باشند. +x )3(  و   +x تفريق كنيد كه ابعاد آن 

13a,5b,12c   و  === cp)(bp)(ap(pA(  و  ���= 24 - اگر

 باشد قيمت A را دريابيد. 
 

2
cbap ++

=

cbxaxx پولينوم هاى معادل باشند قيمت b مساوي است  23 +++ )1(3 و  �x 25 - اگر 

به:

  1)d3)c3)b1)a ��             

  مساوى است به:
 
)

1a
1aa(

�
+

÷
 
)

1a
2a(
�

� 26 - حاصل افادة

 

 
a

1a)d
a

2a)c)2a(a)b)1a(a)a ��
�+
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)yx)(yx)(yx(   مساوى است به: +�+ 27 - حاصل ضرب

 yx)dyx2)cyx)byx)a 22222 ��+�         

28 - پولينوم هاى زير را به طور نزولى )Descending Order( ترتيب و نيز درجه هاى 

آنها را معلوم كنيد:

 
 

7xx2x4)e0)x(P)d

3)cxzxyx)b9x3x5)a
23

532252

+�+�=

�+�++�
          

�Q)1(  مساوى است به: )(53   قيمت  2 �+= xxxQ 29 - در پولينوم 

 1)d1)c7)b7)a ��                         

را  زير  افاده هاى  قيمت  باشد    132)( 2 �+= xxxQ و 32)( 2 +�= xxxP اگر  -  30

دريابيد:  

 
 

)x(p)]x(Q)x(P[)x(P)x(P
)1(Q)1(P)0(Q)0(P)x(Q)x(P

++�
��+�

            

31 - پولينوم هاى زير را نظر به y به طور نزولى ترتيب نماييد:

   4422333322 yxyx2yx3xy4yxxy3yx4 +++�++�

32 - در افاده هاى الجبرى زير، پولينوم ها، افاده هاى ناطق و غيرناطق الجبرى را نشان دهيد.

 

                            

 

2
2

2

y
1y,

x
1x,

2
x3

0,x2,13

��

است  مساوى   )4x5x()x25x3()x3x21( 222 +��+��+++ افادة حاصل   -  33
به: 

  1)a        )b (1       صفر      �c              2)d                                                
)abc3cba(  مى باشد؛ اگر يك افادةالجبرى  333 �++ 34 - حاصل ضرب دو افادة الجبرى

)(  باشد افادة ديگرى را معلوم كنيد.  cba ++
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35 - خارج قسمت ها را دريابيد.
 

b

a2a

5523

332234

m
m

x
x

)ba()ba()1x2()6x12x10x4(

)ba()ba()1x3()5xx13x3x12(

�

�÷�+÷++�

+÷+�÷++�+

�

                 
36 - ضرب كنيد.

 

)mn
2
12)(mn

2
12)(mn

2
12()x1.0)(x1.0)(x1.0(

)nm2)(n2m()1e)(1e(

)
4
1x

2
1)(

2
1x

4
1()2a)(2a(

222

2222xx

x2x2

���+

++��

                                    
37 - افاده هاى زير را ساده و جمع كنيد.

 

 

5mn4mn
)2x(3)1x()1x(10)]2x(x}5)1x({[10

)]ba()ba2[(]5)ba(4[)1y()1y(

m)mm()mmn10(3)1a(1)1a(

2

22

22

�+�
+�+�+��+���

��++����+�

++������+�

     
38 - درجه كدام مونوم )يك حده( داده شدة زير صفر مى باشد؟

2)cx2)bx)a



فصل دوم
رابطه



s

s1
s2

sn

s

s1
s2

sn

R
x =

(s ,s  )1 2

(s  ,s  )2 2

(s  ,s  )n n
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اگر a وb عناصر يك ست و يا عناصر ست هاى مختلف باشند و a را عنصر اولى و b را عنصر 
دومى قبول كنيم در اين صورت )a,b( را جورة مرتب مى گويند و )b,a( نيز يك جورة 

)a,b()b,a( است، در صورتى دو جورة مرتب )a,b( و)c,d(مساوى  z مرتب مى باشد كه
شده مى توانند كه a=c  و b=d باشد.

باشد، قيمت هاى x و y را دريابيد. )3,1()1y,2x( =+� مثال1: اگر 
حل

3x2y

12x31y

==

=�=+
                                    

)32,1()1,0(  باشد قيمت هاى a و b را دريابيد. �=�+ ba اگر

)Cartesian Plane(مستوىكارتيزينى
دو خط عمودى و افقى را رسم كنيد و نقطة تقاطع آن ها را به نام مبدأ )Origin( بناميد، خط 

افقى را محور X و خط عمودى را محور Y مى گويند.
محور X را به X'OX و محور Y را به Y'OY نشان دهيد.

مستويى كه در آن اين محورها واقع اند به نام مستوى كارتيزينى ياد مى شود.
 )Quadrant( هر دو محور، مستوى را به چهار حصة مساوى تقسيم مى كند كه هر حصة آن را ربع

جوره های مرتب و 
مستوی کارتيزينی

فعاليت

�tجورة مرتــب )a,b( در كدام صورت با 
جورة مرتب )c,d( مساوى شده مى تواند؟

�tآيــا جورة مرتــب )a,b( با جور ة مرتب 
)b,a( مساوي مي باشند؟ 

O
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مى گويند كه به خلاف حركت عقربة ساعت )Anti clockwise( به ترتيب عبارت از ربع اول، 
دوم، سوم و چهارم مى باشند، طورى كه در شكل مشاهده مى شود.

موقعيت نقطة P  در اين مستوى توسط جورة مرتب اعدادحقيقى )x,y( طورى نشان داده 
 P فاصلة عمودى نقطة y بوده، در صورتى كه Y از محور P فاصلة افقى نقطة x مى شود كه

از محور X مى باشد.

 Y مثبت و اگر به طرف چپ محور ،x واقع باشد قيمت y به طرف راست محور P اگر نقطة
0x مى باشد.  = واقع باشد قيمت x منفى مى باشد؛  اگر نقطة P به روى محور Y واقع باشد
همچنين اگر نقطة P بالاتر محور X واقع باشد قيمت y مثبت و اگر پايين تر از محور X واقع 

باشد قيمت y منفى )y<0( مى باشد.
 اگر نقطة P به روى محور X واقع باشد y=0 مى باشد. 

كه به طور خلص در شكل نشان داده شده اند.

ربع

ربع

ربع

ربع

O

O
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 )y,x(P x و y را مختصات كارتيزينى )Cartesian Coordinates( مى گويند كه در 
 )Ordinate( را به نام ترتيب y و عنصر دومى )abscissa( را به نام فاصله x عنصر اولى يا
ياد مى كنند. مختصات مبدأ عبارت از )0,0( مى باشد. واضح است كه براى هر جورة مرتب 
از اعداد  از مستوى يك جوره  نقطه  براى هر  نقطة )x,y( در مستوى و  اعداد حقيقى يك 

حقيقى ارتباط دارند.

را در مستوى  )0,6(M � 4,2(K,)2,0(T,)0,5(N�)(,P)5,3( و ��� مثال2: نقاط
كميات وضعيه تعيين كنيد.

مثال3: براى هر نقطه كه در شكل زير نشان داده شده است جورة مربوطه آن را بنويسيد.

)1,0( را در مستوى كميات وضعيه مشخص  )0,2(,)1,2(,)1,2(,)2,1(,)1,2( و  ���� نقاط
كنيد.

O

O
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1 - اگر فاصلة نقطة p مثبت و ترتيب نقطة P منفى باشد، نقطة p در كدام ربع واقع است؟

 )3,3(D � و )3,3(A,)3,3(B,)3,3(C ��� از عبارت  شكل  يك  رأس  چهار  اگر   -  2
باشند اين شكل كدام شكل هندسى مى باشد؟

C)0,0( باشد در مستوى كميات وضعيه  و )0,2(A,)2,0(B 3 - مثلثى كه سه رأس آن 
رسم كنيد و بگوييد كه اين چه نوع مثلث است؟

2,3(P,)5,1(P(,P)3,2(  را در مستوى كميات وضعيه تعيين كنيد. 123 �� 4 - نقاط 
5 - بگوييد كه جوره هاى مرتب ذيل در كدام ربع واقع اند؟

)1,0(

)0,2(,)
4
1,

2
12(

)2,
2
1(,)2,

2
1(

)5,4(,)6,4(
)1,5(,)5,1(

�

���

���
�
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حاصل ضربكارتيزينىوگرافآن

 
×BA را نشان داده  آيا در شكل مقابل 

مى توانيد؟

و}B=}4,5 باشد: }3,2,1{A  اگر
×BA را دريابيد.   t

×BA را دريابيد. t  تعداد عناصر
ABBA  مى باشد؟ ×=× t  آيا 

×BB را دريافت كرده مى توانيد؟ و AA× t  آيا 

طور زير تعريف شده است: BA× اگر A و B دو ست غير خالى باشند

 }ByAx)y,x{(BA ���=×
                                                                             

 )x,y( عبارت از ستى مى باشد كه عناصر آن جوره هاى مرتب )BA( × بدين معنى كه حاصل ضرب
 ABBA ×z× باشد، پس  BA z مى باشند كه x عنصر ست A و y عنصر ست B باشد. اگر

مى باشد.
اگر تعداد عناصر ست A به m و تعداد عناصر ست B به n نشان داده شود، تعداد عناصر

)nm( مى باشد. × ×BA عبارت از 

×AA را دريابيد. و BA,AB ×× B}4,3{ باشد = و }2,1,0{A = مثال1: اگر
حل

 

)}2,2(),1,2(),0,2(),2,1(),1,1(),0,1)(2,0(),1,0(),0,0{(}2,1,0{}2,1,0{AA
)}2,4(),1,4(),0,4)(2,3(),1,3(),0,3{(}2,1,0{}4,3{AB
)}4,2(),3,2(),4,1)(3,1(),4,0(),3,0{(}4,3{}2,1,0{BA

=×=×
=×=×
=×=×
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×BB را در يابيد. و  BA,AA ×× B}4,1{ باشد  = A}0,1,4{ و  ��= اگر 

×LIN  را دريابيد. L}0{ باشد  = I  و ...}3,2,1{N = مثال2: اگر
حل

I  }INx/)0,x{()...}0,4(),0,3(),0,2(),0,1{(LN �==×                                     

×INW را دريابيد. باشد ...}3,2,1,0{W = I و ...}3,2,1{N = مثال3: اگر
حل





 
}INywx/)y,x{(

}),...,2,2(),1,2(),...,3,1(),2,1(),1,1(),...,3,0(),2,0(),1,0{(INW
���=

=×

)Graph of Cartesian Product(گرافحاصلضربكارتيزينى
مى توانيم حاصل ضرب كارتيزينى را در مستوى كميات وضعيه نيز نشان دهيم.

را دريابيد و در مستوى كميات وضعيه  BA× B}5,4{ باشد = و }3,2,1{A = مثال4: اگر
نشان دهيد.

حل
 )}5,3(),4,3(),5,2(),4,2(),5,1(),4,1{(BA =× 

به روى محور x اعداد 1,2,3 و به روى محور Y اعداد 4 و 5 را تعيين مى نماييم. از 2,1 و3 
خطوط عمود و از 4 و5 خطوط افقى را رسم مى نماييم. نقاط تقاطع اين خطوط جوره هاى 

×BA رانشان مى دهد. مرتب  

0
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×AB را دريابيد و در شكل مشخص  ×BA و B}4,3,2{ باشد  = و }2,1{A = مثال5:اگر
كنيد.

 
)}2,4(),1,4(),2,3(),1,3(),2,2(),1,2{(}2,1{}4,3,2{AB
)}4,2(),3,2(),2,2(),4,1(),3,1(),2,1{(}4,3,2{}2,1{BA

=×=×
=×=×



ABBA ××                              
3x0,IRx/x{A]3,0{[  و =dd�= مثال6:اگر

×BA را در شكل نشان دهيد. 2y0,IRy/y{B]2,0{[  باشد =dd�=

حل
 }2y03x0/)y,x{(BA dd�dd=×                                                            

×BA را دريابيد و در شكل نشان دهيد. B}4,3{  باشد  = و  }2,1{A =  اگر 

فعاليت

0 0

0
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1 - اگر:
}4,2{B)i = A}3,1,1{  و  �=                             

 }3,2{B)ii = A}1,1{ و  �=                            
×BA را دريابيد و در شكل نشان دهيد. باشد 

×AB را دريابيد و درشكل نشان دهيد. 2 - براى ست هايى كه در سؤال اول داده شده اند 

×AA  را دريابيد. A}3,2,1{  باشد  = 3 -  اگر 

را   BB× و   BA,AB,AA ××× باشد  }5,3,1{B = و  }6,4,2{A = اگر  -  4
دريابيد.
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)Relation(رابطه

عطااالله برادر عزت االله مى باشد.
)عطااالله R عزت االله( كه برادر بودن نيز 

يك رابطه مى باشد.

ستى كه از جوره هاى مرتب اشيا و مفاهيم تشكيل شده باشد عبارت از رابطه است يا اگر  Aو 
يك رابطه  BA× B دو ست غير خالى )non empty sets( باشند، پس هر ست فرعى 

.B در A است از
)b,a(R باشد مى گويند كه a با b رابطه دارد و به شكل )aRb( نوشته مى شود؛  اگر  � اگر 
 AA× BAR مى باشد و اگر R ست فرعى از  ×� R يك رابطه ازA در B باشد، پس 

باشد، پس R رابطه يى در A است.

×BA را دريابيد و چهار رابطه را از A در  B}2,1{ باشد = y,x{A{ و = مثال1:اگر 
B بنويسيد.

حل
 

)}1,y(),1,x{(R
)}2,y{(R
)}1,y{(R

)}2,x(),1,x{(R
)}2,y(),1,y(),2,x(),1,x{(BA

4

3

2

1

=
=
=
=

=×

                                                                       
×BA يا تمام روابط ازA در  ×BA چهار مى باشد و تعداد تمام ست هاى فرعى كه عناصر 
1624  مى باشد، پس تعداد تمام روابط از A در B مساوى به 16 مى باشد. = B عبارت از 

}6,4,2{B = كه تعداد عناصر A مساوى به 10 مى باشد و  }19,...5,3,1{A = مثال2: اگر
 BA× يا تعداد عناصر  BA× كه تعداد عناصر B سه مى باشد مجموع تمام جوره هاى مرتب

302  مى باشد. 30310  مى باشد و تعداد تمام رابطه ها از A در B عبارت از  =× عبارت از 
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×BA در ست هاى فرعى شامل مى باشند. و I متوجهبايدبودكه:
b,a{B{ باشد سه رابطه را از A درB بنويسيد. = و }3,2,1{A = مثال3:اگر 

حل
 )}b,3(),a,3(),b,2(),a,2(),b,1(),a,1{(BA =×                                                    

كه سه رابطة آن عبارت اند از:
  
  

      

 

)}a,3(),b,2(),a,2{(R
)}b,3(),a,3(),a,2(),b,1{(R

)}b,3(),a,3(),a,2(),b,1(),a,1{(R

3

2

1

=
=
=

                                                                   

A}4,3,2,1{ باشد، عناصر R را  = )},(/5{( يك رابطه در =+= yxyxR اگر
بنويسيد.

باشد، عناصر R را   }4,3,2,1{A = يك رابطه در  }2yx/)y,x{(R =�= مثال4: اگر
بنويسيد.

R)}1,3,()2,4{(  مى باشد. = حل:
ناحيةتعريف)Domain(وناحيةقيمتهاى)Range(يكرابطه

معنى كه  بدين  مى باشد،   BAR ×� پس  باشد،   B در   A از  رابطه  R يك  اگر  مى دانيم 

و Ax� )x,y( مي باشند؛ طورى كه  مرتب  عناصر آن جوره هاي  است كه  R يك ستى 
�By مى باشد.

RDom نشان  ناحية تعريف رابطة R عبارت از عناصر اولى جوره هاى مرتب مى باشد و به
داده مى شود؛ همچنين ناحية قيمت هاى )Range( رابطة R عناصر دومى جوره هاى مرتب 

نشان داده مى شود. RRange مى باشند و به 

y,x{B{ باشد و R يك رابطه از A در B باشد، اول عناصر اين  = A}2,1{ و = مثال1: اگر

(را بنويسيد. RRange ( و ناحية قيمت ها) RDom رابطه را بنويسيد؛ سپس ناحية تعريف)
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حل

 
}y,x{Range}2,1{Dom

)}y,2(),y,1(),x,2(),x,1{(R

RR ==
=


A}3,2,1,2,3{ تعريف  ��= R در ست  }13yx/)y,x{( 22

1 =+= مثال2: اگر رابطة
شده باشد. اول عناصر رابطة )R( را به صورت جوره هاى مرتب بنويسيد.

RRange ( را تعيين كنيد، سپس گراف آن را  و ناحية قيمت هاى) RDom بعد ناحية تعريف
رسم كنيد.
                   

}3,2,2,3{Range
}3,2,2,3{Dom

)}2,3(),2,3(),3,2(),3,2(),3,2(),3,2(),2,3(),2,3{(R

R

R

��=
��=

��������=
                 

 

باشد ناحية قيمت هاى  }8,4,0{ باشد و ناحية تعريف R عبارت از  }x2y/)y,x{(R == اگر

R را تعيين كنيد.
)Inverse of a Relation(معكوسيكرابطه

1R نشان داده مى شود عبارت  � اگر R يك رابطه از A در B باشد معكوس R كه به صورت
است از:

        
 

1

1

R)x,y(R)y,x(

}R)y,x()x,y{(R
�

�

���

�=

                                                                                       

ناحية  از  عبارت   
1R � تعريف ناحية  و   1R � قيمت هاي ناحية  از  عبارت   R تعريف  ناحية 

قيمت هاى R مى باشد.
يك رابطه درست اعداد طبيعى باشد، معكوس رابطة   )}4,3)(3,2)(2,1{(R = مثال: اگر

1R را مشخص كنيد. � R يا 

O

و
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حل

 )}3,4)(2,3)(1,2{(R 1 =�
                                                                                                       

رابطةمعادل)Equivalent Relation(:رابطة R را در ست A رابطة معادل 
مى گويندكه سه خاصيت  زير را داشته باشند.

�Ax  جورة مرتب  1- خاصيت انعكاسى )Re!exive Property(: براى هر عنصر 

R)x,x(Ax ���� )R)x,x   باشد يا �

جورة   R در   )x,y( شموليت  از   :)Symmetric Property( تناظرى  خاصيت   -2

R)x,y(R)y,x( ���� مرتب )y,x( نيز در R شامل باشد، يا 

R)z,y( � و نيز R)y,x( � 3 - خاصيت انتقالى)Transitive Property(: اگر 

 R)z,x(R)z,y(R)y,x( ����� باشد، در نتيجه )x,z( نيز شامل R باشد. يا

مثال1: رابطة مساوات در ست اعداد حقيقى يك رابطة معادل است:

1- براى هر x از اعداد حقيقى x=x مى باشد 5=5 )خاصيت انعكاسى(

2- اگر x=y باشد، پس y=x مى باشد )خاصيت تناظرى(

3- اگر x=y و y=z باشد، پس x=z مى باشد )خاصيت انتقالى(

6,4,0{B{�A}2,1{   باشد: ==  1- اگر 
سه رابطه را از A در B بنويسيد.

چهار رابطه را از B در A بنويسيد.
در ست A چهار رابطه را نشان دهيد.

 Bدر  A از  رابطه  يك    }xy)y,x{(R <= و }5,3,1{B = و }4,3,2,1{A = اگر   -2
باشد عناصر R را بنويسيد.

در ست اعداد طبيعى يك رابطه   }x21y)y,x{(R 2=+= 3- اگر در ست اعداد طبيعى
تعيين  را  آن   )Range( باشند  طبيعى  اعداد  تمام  آن   )Domain( تعريف  ناحية  باشدكه 

كنيد.
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:كه در آن ترتيب نوشتن اهميت دارد  جورة مرتب ناميده مى شود كه a را مختصة  )b,a( t
)a,b()b,a( مى باشد. z b را مختصة دوم مى گويند به طور عموم  اول و

db = )d,c( در صورتى با هم مساوى مى باشندكه: a=c و )b,a( و �tدو جورة مرتب 
باشد.

×BA نشان داده مى شود، اين  وB كه با  Aحاصلضربكارتيزينى )دكارتى( دو ست�t
BA× { }ByAx)y,x(bA ��=× طور تعريف گرديده است:   

�tاگر تعداد عناصر ست A را به m  و تعداد عناصر ست B را به n  نشان دهيم تعداد عناصر 
×nm  مى باشند. ×BA  عبارت از 

نيز  را در مستوى كميات وضعيه   )BA( ×  ،Bو  Aدو ست كه حاصل ضرب  مى توانيم  �t
نشان دهيم.

B مى باشد. در Aاز ست R يك رابطة BA× �tرابطه:هر ست فرعى
A است.    يك رابطه در Rباشد در آن صورت AAR ×� BAR و اگر  ×�

  n2 از عبارت   A فرعى  ست هاى  تعداد  دهيم  نشان   n به  را  Aست عناصر  تعداد  اگر  �t
مى باشد.

�tاگر تعداد عناصر ست A را به m و تعداد عناصر ست B را به n نشان دهيم تعداد روابط 
mxn2 مى باشد از A  در B عبارت از

اولى  از ست عناصر  RDom عبارت  تعريف ناحية  باشد   B در   A از  رابط  يك   R اگر  �t
جوره هاى  دومى  عناصر  از  عبارت    R�)Range( R قيمت هاى ناحيه  و  مرتب  جوره هاى 

مرتب R  مى باشند.

 1�R �tمعكوسيكرابطه: اگرR  يك رابطه از  A درB  باشد معكوس رابطه R  را به
نشان مى دهد كه:

 

                                                               

 { }
1

1

R)x,y(R)y,x(

R)y,x()x,y(.R
�

�

���

�=

                                                                                      

1�R با ناحية تعريف  1�R با ناحية قيمت هاى R و ناحيه قيمت هاى واضح است ناحية تعريف
R مساوى مى باشد.

�tرابطةمعادل: R  را درست A يك رابطة معادل مى گويند اگر سه خاصيت زير را داشته 
باشند.

1- خاصيت انعكاسى      2- خاصيت تناظرى            3- خاصيت انتقالى

 �
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×AA را دريابيد. BAAB  و   ×× , } باشد  }6,4,2B = }  و  }5,3,1A = 1- اگر 

×BA  را در شكل نشان دهيد. } باشند  }1,0B = } و  }3,2,1A = 2- اگر 

) باشد قيمت هاى x و y را دريابيد. ) )1,3(yx2,y2x =+� 3- اگر 

R رابطة مساوات باشد. } طورى به دست آوريد كه  }5,3,1A = R را در  4- رابطة 

2A را بنويسيد } باشد عناصر  }b,aA = 5- اگر 

باشد گراف  تعريف شده  حقيقى  اعداد  در ست   { }2xy)y,x(R == رابطة   اگر   -6

R را ترسيم كنيد. رابطة 

} در ست اعداد حقيقى تعريف شده باشد گراف رابطة  }xy)y,x(R 2 == 7- اگر رابطة 

R  را ترسيم نماييد.

 1�R }  باشد ناحية تعريف و ناحية قيمت هاى  })3,3)(2,2(),1,1(R ���= 8- اگر رابطه 

را مشخص كنيد.

  1�R R و  }  باشد ناحيه هاى تعريف و ناحية قيمت هاى  })5,1)(4,1)(3,1)(2,1(R = 9- اگر 

را بنويسيد.

A و تعداد رابطه هاى  } باشد تعداد رابطه ها را در  }0,1�=B }  و  }12,6,3A = 10- اگر  

A در B را دريابيد. از

) با هم مساوى باشند قيمت هاى  )ba 43,5 � و ( )aba ++ 2,14 11- اگر دو جورة مرتب 

a وb را دريابيد.

×AB را دريابيد. ×BA و }  باشد  }yxB ,= } و  }c,b,aA = 12- اگر 



فصل سوم 
تابع
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t آياهرتابعيکرابطهوهررابطهيکتابعمىباشد؟
t آياهرست،جورههاىمرتبيکتابعرانشانمىدهد؟

t آيامىتوانيدتابعرابهشکليکماشينفکرکنيد؟

)1716 – 1646()Leibniz(باراولمفهومتابع،توسطيکرياضىدانجرمنىبهنامليبنز

معرفىشد.

تابع،يکرابطهياقاعدهيىاستکهيککميتراباکميتديگرارتباطمىدهد.غرض

وضاحتمفهومتابع،مثالهاىزيررادرنظربگيريد.

1-مساحتيکمربع)A(باضلعمربع)x(مربوطمىباشد.معادلهيىکهمساحتمربعرابا
مىباشد. 2xA = ضلعمربعمربوطمىسازد.عبارتاز:

 
...2516941A

...54321x


 )x(fA = يامساحتمربع،تابعضلعمربعمىباشد،يعنى

2-نفوسجهان)p(باوقت)t(ارتباطدارد.نفوسجهانرادرسالهاىمختلفبهحساب
مليونطورتقريبىدرجدولزيرمشاهدهکنيد:

)function( تابع

فعاليت

ضلعمربع

مساحتمربع

200019901980 1970 1960 1950 1940 1930192019101900 

6080528044503710304025602300 2070186017501650
) t(سال

) p(نفوسبهميلون

آياتابعورابطهباهمفرقدارند؟
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 )(tfp = ديدهمىشودکهنفوس)Population(ياP تابعوقت)t(مىباشديا

) 2rA P= 3-مساحتدايره)A(،باشعاعدايره)r(،ارتباطدارد.)

  3r
3
4V S= مربوطشعاعکرة)r(مىباشدکهاينارتباطتوسطمعادلة )(V 4-حجمکرة

نشاندادهمىشود.

ازمثالهاىفوقنتيجهگرفتهمىشودکهدرمفهومتابع،ارتباطنقشمرکزىرادارد؛طور

مثال:عمرهرانسانبايکعددارتباطدارد،دريکمغازههرجنسبايکقيمتمشخص

ارتباطدارد،هرموتربايکنمرةمشخصجوازسيرارتباطدارد،ومکعبهرعدد،يکعدد

  )273,82( 33 == مىباشد.

بالترتيبتابعضلع ،vوحجم p درمثالهاىفوقمشاهدهمىشودکهمساحت)A(،نفوس

نفوسوحجمرامتحولمقيد مربع)x(،وقت)t(وشعاعکرة)r(مىباشندکهمساحت،
)dependentVariable(وکميتهايىازقبيلضلعمربع،شعاعکرهووقترامتحول

آزاد)Independent Variable(مىگويند.مىتوانتابعراچنينتعريفکرد:

تابعدربيندوستيکرابطهياقاعديىمىباشد،طورىکههرعنصرستاولىمحضبا

)domain(يکعنصرستدومىارتباطداشتهباشدکهستاولىرابهنامناحيةتعريف

وستدومىرابهنامناحيةقيمتها)Range(يادمىکنند.

ياتابععبارتازستجورههاىمرتبمىباشدکهعناصراولىآنتکرارنشدهباشند.

مىدهد؛ نشان را تابع يک  S رابطة باشد   { })4,5)(3,4)(2,3()3,2)(4,1(S = اگر

زيراکهعناصراولىجورههاىمرتبآنتکرارنشدهاند.

 
}4,3,2{)s(Range

}5,4,3,2,1{)s(Domain
=
=



تعريف
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فعاليت

باشدآياT يکتابعرانشانمىدهد؟  { })5,1(),4,2(),2,3(),3,2(),4,1(T = اگر

مثال1: درجدولهاىزيرکداميکازآنها،يکتابعرانشانمىدهد؟
)Іجدول() ІІجدول() ІІІجدول(

Domain   Range Domain   Range Domain   Range
)جذرمربععدد()عدد()مربععدد()عدد()مکعبعدد()عدد(

جدولІ وІІ تابعرانشانمىدهد،اماجدولІІІ يکتابعرانشاننمىدهد،زيراکهيک
به يا دارد. ارتباط Range يا دومى عنصرست دو با )Domain( يا اولى عنصرست

مرتب جورههاى که گرديدهاند تکرار مرتب جورههاى ست اولى عناصر ديگر، عبارت

اينکه يا و مىباشد   )1,1(),1,1(),2,4(),2,4(),0,0(),3,9(),3,9( ��� آن

براىيکعنصرستاولدوتصوير)Images(درستدومموجوداست.خيلىخوب

خواهدبودکهتابعرابهشکليکماشينفکرکنيم.شکلىکهدرصفحةاولفصلدادهشده

Rangeبهنام )(xf استموادخام)input(ياDomainوخروجى)output(يا

يادمىشوند.

اگرA وB ستهاىفرعىازاعدادحقيقىباشندهرتابعىازA بهB بهنامتابعحقيقىياد

�codomainRange مىباشد. مىشود.متوجهباشيدکه:

باشد، تابع يک دهنده نشان  { })2,1(,)10m2,5(,)m3,5(f ���= اگر مثال2: 
قيمتm رامعلومکنيد.

مىشود   10m �= درنتيجه باشد،   10m2m3 �= بايد است  55 �=� چون حل:
  10m �= بدينمعنابراىاينکهf يکتابعباشدبايد

باشد.

مثال3:کداميکازدياگرامهاىزيريکتابعرانشان
مىدهد؟

(a)
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تمرين

حل:دياگرامa وb يکتابعرانشانمىدهد،امادياگرامc يکتابعرانشاننمىدهد.
تابعدربيندوستx وy يکرابطهمىباشدکههرعنصرستXيا)Domain(محضبا

يکعنصرستY يا)Range(ارتباطداشتهباشد.کهx رامتحولآزادوy رامتحولمقيد

مىگويند.ياتابع،ستجورههاىمرتبمىباشدکهعناصراولىآنتکرارنشدهباشند.

1-کداميکازجدولهاىمقابليکتابع
رانشانمىدهد؟



تعريف ناحية مىدهد؟ نشان را تابع يک زير مرتب ازستهاىجورههاى کداميک -2
)Domain(وناحيةقيمتهاى)Range(آنهاراتعيينکنيد.



 { }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ })2,3(,)2,2(,)2,1(,)1,3(,)1,2(,)1,1(6

)2,5(,)2,4(,)2,3(,)1,2(,)1,1(,)11,0(5
)10,10(,)5,5(,)0,0(,)5,5(,)10,10(4
)10,10(,)5,5(,)0,0(,)5,5(,)10,10(3

)1,2(,)2,1(,)3,0(,)4,1(2
)10,5(,)8,4(,)6,3(,)4,2(1

�
�

���
���

��
�



(b) (c)
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فعاليت

براىاولينباررياضىدانسويسىايولر)Euler()1783 -1707(اينعبارتکهyتابعاز
xبراىعددfياقيمتyعبارتازقيمتf )x(نشاندادکهy =f )x(استتوسطمعادلةx

مىباشد.اگر)f)xتابعىازAبهBباشدبهطورزيرنشاندادهمىشود:
BA:f o 

 )x(fy = يا
f,h,g درشکلxعبارتاز)input(و)x(fعبارتاز)output(مىباشدتوابعباحروف

وغيرهنشاندادهمىشوند.

توابعبهطورعمومبه4طريقنشاندادهمىشوند.
1-بهطورشفاهى)Verbally(توسطعبارات.

2-بهطورعددى)Numerically(توسطيکجدول.
3-مشاهدهيى)Visually(توسطگراف.

4-بهشکلالجبرى)Algebraically(توسطفورمولصريح)واضح(.

اگرتوابع)x(fو)g)xطورزيردرجدولدادهشدهباشدقيمتاينتوابعرادرقيمتهاىداده
شدةxدريابيد،يابهعبارتديگر،ساحةتعريف)Domain(دادهشدهاستقيمتهاى

مربوطةتابع)Range(رادريابيد.

  طرق نوشتن و قيمت يک تابع

نشان را تابع يک معادله يک چهوقت �t
مىدهد؟

نشان را تابع يک رابطه يک چهوقت �t
مىدهد؟

را تابع �tدرکدامحالتيکجدوليک
نشانمىدهد؟
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فعاليت

رادريابيد. )(af و )2(,)0(,)3( fff � باشد 23)( 2 �+= xxxf مثال1:اگر
حل

 23)(,2)3(,2)0(,8)2( 2 �+=�=��== aaaffff يا

x(f,)3x(f�)2(f( رادريابيد. �+ باشد 5x3x)x(f 2 ++= مثال2:اگر
حل

 

5x3x5)x(3)x()x(f

23x9x59x39x6x5)3x(3)3x()3x(f

155645232)2(f

22

222

2

+�=+�+�=�

++=+++++=++++=+

=++=+�+=

x(g,)4x(g�)5(g( رادريابيد. �+� باشد. 72)( 2 +�= xxxg اگر


6(h(,f)1( و � باشد. 62)( += xxf و xxh 23)( �= مثال3:اگر

1(f(f)3( رادريابيد. +�

x= 0 -1 1 2

? ? ? ?g(x)=

 1)( 3 �= xxg

x= -2-1 0 2 4

? ? ? ? ?f(x)=

 
4x

2
1)x(f �=

2a3a2a3a)a(fa
22992)3(3)3()3(f3
222030)0(f0

82642232)2(f2
)Rule(2x3x)x(f

22

2

2

2

2

�+�+=
���=��+�=��
��=��+=

�+=��+=
�+= ساحةتعريفتابعقيمتهايتابع تابع
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حل



 

161246324)3(f)1(f
9123623)6(h

4626)1(2)1(f

=+=+�+=+�
�=�=��=
=+�=+�=�



را  bو  a قيمتهاى f)3(10 باشد = و  1bxax)x(f�0)1(f,10 2 +�== اگر مثال4: 
دريابيد.

حل
 

3b
9b32a

1019b3a612
1b318102a610

3b3a3_0
1b3a910

1ba0,1b3a910

=
==

�==
+�=�=

±=
+�=

+�=+�=

m

مثال5: کداميکازمعادلههاىزيريکتابعرانشانمىدهد؟

 4:4: 222 =+=+ yxbyxa 
y وجودداشته x يک تابعمىباشدکهبراىهر حل:يکمعادلهوقتىنشاندهندةيک

باشد.

 22 44: xyyxa �=�=+ 
314 2 =�=y باشد 1=x براىهرقيمتx يکقيمتy وجوددارد؛طورمثالاگر

يکتابعمىباشد. 24 xy �= پس

 222 44: xyyxb �±=�=+ 
براىيکقيمتx دوقيمتy وجوددارد.پسy يکتابعنيست.

کهعناصراولىآن  )3,1)(3,1( � مىشود 3±=y باشد 1=x طورمثال:اگر
تکرارشدهاند.
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فعاليت

تمرين

نشاندهندةيکتابعمىباشندومعادلة 23 =� yx و 12 =� xy نشاندهيدکهمعادلات
4yx نشاندهندةيکتابعنيست. 22 =+

 xمىباشد.براىيافتنقيمتيکتابع،قيمتدادهشدة )(xfy = روشنوشتنيکتابع،
رادرمعادلةتابعوضعمىنماييمقيمتتابعبهدستمىآيد.يکمعادلهوقتىنشاندهندة

يکتابعمىباشدکهبراىهرx  يکy وجودداشتهباشد.

باشد 132)( 2 �+= xxxf و 2)( 2 �+= xxxg 1– اگر

رامعلومکنيد.
)3(

)2()0(
�

��
f
gf

و )3(g)2(g,)3(f,)2(g ����

را  )1( �xf و  )2(f,)0(g � باشد.  4)( += xxg و  xxxf �= 2)( اگر  – 2
دريابيد.

رادريابيد. )4(�g و  )16(h,)3(h � باشد xxh 41)( += و xxg 3)( = 3– اگر

)6(f,)7(g � باشد  2x25)x(h �= و
 
3x

15)x(f,xx36l)x(g 2

�
=�+= -4

رادريابيد. )3()4()0( ��+ hgf و

رادر )2(�g و  )12(g,)5(g,)4(g,)0(g باشد  240x)x(g �+= 5– اگر

يابيد.

يکتابعرانشانمىدهد؟  1xyx2 =+ 6– آيامعادلة
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t کدامقيمتهاىxدردومين)Domain(يکتابعشاملمىباشند؟

راتعيينکنيد.
4

1)(
�

=
x

xf t ناحيةتعريفتابع،

شاملمىباشد؟ 4�=x عدد xxg 3)( = t آيادرناحيةتعريفتابع
درناحيةتعريف)Domain(يکتابعتمامقيمتهاىxشاملمىباشد.درصورتىکهتابع

درآنقيمتهاتعريفشدهباشد.ياقيمتتابعيکعددحقيقىباشد.

مثال1:ناحيةتعريف)Domain(توابعذيلراتعيينکنيد.



 

12x3)x(Rx)x(g
9x

x6)x(x7x)x(h
3x

1)x(f 2
2

+==
�

=.�=
�

=



حل 

مخرجتابعصفرمىشود. 3x = تعريفنيست؛زيرابراى 3x = در
3x

1)x(f
�

= t تابع

قيمتتابعيکعددحقيقىنمىباشد؛پس: 3x = يابراى

 { }3x/IRxfDom z�= 

)Real number(براىاينکهقيمتتابعيکعددحقيقى xxg =)( t درتابع

 يافتن ناحية تعريف يک تابع

فعاليت

آياناحيةتعريفهرتابعســتتماماعداد

حقيقىمىتواندباشد؟
يا

s
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فعاليت

gdom]0,( مىباشد. f= } يا }0/ t�= xIRxgDom باشد؛پس 0tx باشد،بايد

تعريفشدهاست. )(xh چونبراىهرقيمتxتابع xxxh 7)( 2 �= t درتابع

 ),(IRhDom f�f== پس:)ستتماماعدادحقيقى(

عبارتاستاز:
 

)3x)(3x(
x6)x(k
+�

= يا
9

6)( 2 �
=
x
xxk t ناحيةتعريفتابع


 { }3,3/)( �zz�= xxIRxxkDom 

مىشود. 4�tx باشد،پس  012x3 t+ بايد  12x3)x(R += t درتابع
 ),4[}4/{ f�=�t�= xIRxRDom 

ناحيةتعريفتوابعذيلرادريابيد:

 
27x9)x(h,

49x
x5)x(g,17x3x)x(f 2

2 �=
�

=�+=

رادريابيد. 3�= xy مثال2:ناحيةتعريفتابع
303 t�t� xx 

 ),3[}3x/IRx{yDom f=t�= 
مثال3:ناحيةتعريفتوابعذيلرادريابيد.

}2x/x{fDom2x)x(f t=�= ]2,[ يا f 

 {}4
4
32)( �=

�
+

= IRgdom
x
xxg ),4()4,( يا f�f U 


 }4/{ z�= xIRxgdom 

3x2x)x(h 2 ��= 
}1x/x{hDom3 �d= يا 3tx ),1[]3,( يا} f��f U 

يابهشکلست
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فعاليت

گراف تابع وتشخيص تابع از روى گراف
)Graph of a function and vertical line test(

دراشکالدادهشده،کداميکازگرافها،گرافيکتابعمىباشد؟

t يکخطموازىبامحورYرارسمکنيد.
t مشاهدهکنيداينخطگرافتابعرادرچندنقطهقطعمىکند؟

t اگراينخطگرافرادريکنقطهقطعکندآيااينگراف،گرافيکتابعمىباشد؟
t اگراينخط،گرافرااضافهترازيکنقطهقطعکندآيااينگراف،گرافيکتابعمىباشد؟

 ))(,( xfx اگر)x(fيکتابعحقيقىباشد،گرافتابع)f)xعبارتازستجورههاىمرتب
مىباشدکهدرمعادلة)y=f)xصدقکنند.

ياگرافيکتابععبارتازستنقاطدرمستوىYOXمىباشد؛طورىکه

باشد. )(xfdomx� که  )}x(fy/)y,x{( =

OO

OO
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رارسمکنيد. 12)( +== xxfy مثال1:گرافتابع





رارسمکنيدناحيةتعريفوناحية 1�=y و 1)( 2 += xxf مثال2:گرافتوابع
قميتهاىآنهارانيزتعيينکنيد.

حل



بادرنظرداشتجورههاىمرتب:

  )10,3(,)5,2(,)2,1(,)1,0(,)2,1(,)5,2(,)10,3( ���
گرافتوابعرارسمکنيد.

 

[ )f
f�f
=+=

=+=
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=+=+=

=+=+�=�
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=+=+�=�

,1:fRange
),(:fDom
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[ )f
f�f
=+=
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=+=
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)y,x()x(fy1x2x

outputinput
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+
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فعاليت

 1)x(f �= 
Out putIn putجورهمرتب

),( yx)x(fy =x

)1,2( ��1�2�

)1,0( �1�0

)1,3( �1�3

 
1yRange

IRyDom
�=

=



رارسمکنيد. 4)( 2 �= xxf گرافتابع

رارسمکنيد. 3)( xxfy == مثال3:گرافتابع






اگريکخطعمودى)موازىبامحورy(يکگراف

گراف اينگراف، کند قطع نقطه يک در محض را

يکتابعمىباشدواگراضافهترازيکنقطهقطعکند

گراف،گرافيکتابعنمىباشد.

81018)x(fy

21012x

x)x(f 3

��=

��

=
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مثال4: درگرافهاىدادهشدةزيرمشاهدهمىشودکه:bوcگرافهاىتابعمىباشند؛
زيراکهخطعمودى،گرافهارادريکنقطهقطعکردهاست؛اماaوdگرافهاىتابع

نمىباشند،زيراخطعمودى،گرافهارادراضافهترازيکنقطه)دردونقطه(قطعکرده

استيابراىيکxدوقيمتyيا)f)xوجوددارد.بنابرآن،گرافتابعنمىباشند.



درناحيةتعريف)Domain(يکتابعاعدادىشاملمىباشندکهتابعدرآنتعريفشدهباشد.

ياقيمتتابعيکعددحقيقىباشد.گرافيکتابعدرمستويXOYستنقاطSميباشد،

وxدرناحيةتعريفتابعشاملباشد؛اگرخطموازىبا  )}x(fy|)y,x{(S == طوريکه

محورyگرافرامحضدريکنقطهقطعکندگراف،گرافيکتابعمىباشد.

1-ناحيههايتعريف)Domains(توابعذيلرادريابيد.





 

4x
3)x(f

24x11x
4)x(h

)7x)(3x(
2)x(g

16x
x7)x(f

4x
3)x(h|3x|)x(g1x)x(f

4x)x(h5x2)x(g9x)x(f

2

22

22

+
=

++
=

�+
=

�
=

�
=�=+=

�=�=�=



رارسمکنيد. 2)( xxf �= و 2)( xxf = 2-گرافهاىتوابع
باشد. ,3,2,1,0,1,2,3 ���=x رارسمکنيد،اگر 12)( �= xxg 3-گرافتابع

رارسمکنيد.آيااينگراف،گرافيکتابعمىباشد؟چرا؟ 22 �= yx 4-گراف

تمرين
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 تعيين ناحية تعريف و ناحية
 قيمت هاى يک تابع از روى

 گراف يک تابع و يافتن قيمت
هاى يک تابع

فعاليت

)Range(وناحيهقيمتهاى)Domain(آيادرگرافهاىتوابعزيرناحيةتعريف
توابعراتعيينکردهمىتوانيد؟



شکلرامشاهدهکنيدسؤالهاىزيرراجوابدهيد.

t ازروىشکل،ناحيةتعريفوناحيةقيمتهاىتابع
f رادريابيد.

t آياعدد4– درناحيةقيمتهاىتابعf شامل
مىباشد؟چرا؟

t آيا3– درناحيةتعريفf شاملاست؟چرا؟
t آياعدد6درناحيةتعريفتابعf شاملمىباشد؟

o

-

o o
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مىباشدونيزازرويشکلناحيةتعريف 4)1( =f و 2)1( =�f مشاهدهمىشودکه

 ( ]6,3fdom �= ،پس fdom6� و fdom3�� تابعاز)3–(الى6مىباشد،اما
اما 4-الى4مىباشد، ازعدد f ، )(Range تابع ناحيةقيمتهاى بههمينترتيب مىباشد

مىباشد. ( ]4,4fRange �= ،پس fRange4��
مثال1: دراشکالدادهشده،ساحةتعريفوساحةقيمتهاىتوابعرادريابيد.

)1()2(
حل

درگرافشکلاولناحيةتعريفتماماعدادحقيقياز1الي6ميباشند.وناحيةقيمتها

  6x1�4y2 dddd تماماعدادحقيقىبين2و4مىباشند.يا

  [ ]10,2Dom = يا  10x2 dd درگرافشکلدوم:

 [ ]8,1=Range يا 81 dd y  

مثال2:شکلزيررادرنظربگيريد:

رادريابيد. )5(f و )2(,)3( �ff  t
t کمياتوضعيةنقاطتقاطعگرافبامحورX و

محورY رادريابيد.
حل:چوندرنقطةتقاطعگرافبامحورX قيمت

y صفرمىشود.
مىباشد، 0)5( =f و 0)2(f,0)3(f =�=

 )0,2(,)0,3( � پسگرافمحورx رادرنقاط

o

o
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قطعکردهاست. )0,5( و

است. 3)0( =f چوندرنقطةتقاطعگرافبامحورy ،قيمتx صفرمىباشد

قطعمىکند. )3,0( پسگرافمحورy رادرنقطه

نيز را  f و)6(   f  )3( دريابيد. را  f تابع Range و domain زير درشکل مثال3:
دريابيد.

حل:مشاهدهمىشودکهناحيةتعريفتابعاز3– الى6مىباشد؛اماعدد3– درناحية

)(63 مىباشد. d<�= xxfDomain يا ( ]6,3� تعريفشاملنمىباشد.

و 3)6(f �= ]مىباشد. )4,5� يا 4y5)x(fRange <d�= ناحيةقيمتهاىتابع:

است. 5)3(f �=
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تمرين

دراشکالدادهشده:

a(ناحيةتعريفتابع
b(ناحيةقيمتهاىتابع

 Xنقاطتقاطعبامحور)c
d(نقاطتقاطعگرافبامحورY ودرشکلسومقيمتهاىخواستهشدهتابعرادريابيد.

12

3



87

توابعانواعزياديدارندکهبعضىازتوابعخاصراتحتمطالعهمىگيريم.

تابعثابت،تابععينيت،تابعقيمتمطلقه،تابعچندمعادلهيىوتابععلامه

t تابعثابتراچرابهنامتابعثابتيادمىکنند؟

t آياناحيةتعريفوناحيةقيمتهاىتابععينيتباهممساوىمىباشند؟

t آياناحيةقيمتهاىتابعقيمتمطلقه،قيمتهاىمنفىراگرفتهمىتواند؟

بعضي توابع خاص و گراف هاى آن

فعاليت

توابعىکهگرافهاىآنهارادرشکلمشاهده

مىکنيدبهچهنامهايادمىشوند؟
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 )Constant function( تابع ثابت
yدرصورتىکه y)x(f = يا yx:f o اگرxوyستهاىاعدادحقيقىباشنددرتابع

بهنامتابعثابتيادمىشود. C)x(fy == مساوىبهيکعددثابت)c(باشديا

وغيرهتوابعثابتاند. 2)x(f,3)x(f,2)x(f =�=�= طورمثال:

راترسيمکنيد. 2)x(f,2)x(f =�= و 2)x(f,2)x(f =�= مثال1:گرافتوابع
حل

بدينمعنىکهتصويرهرعنصرناحيةتعريفتابعثابتيکعددثابتمىباشد.

:)Identity function( تابع عينيت
به تعريف ناحية از عنصر هر تابع اگر

بهنام xxf =)( خودشارتباطدهديا

تابععينيتيادمىشود.

رارسم xxf =)(  تابع گراف مثال: 
  کنيد.

222222)x(f
321321x

2)x(f

������=
���=

�=

222222)x(f
321321x

2)x(f

=
���=

=

...21210)x(f

...21210x
x)x(f

��=
��=

=

3213210)x(f
3213210x

|x|)x(f

=
���=

=

66554)x(f
22110x

4|x|)x(f

=
��=

+=

8,15,1  1,1  x
8,05,01,0)(xf

10.80.50x

10.80.50y = f(x)

 x)x(fy ==  1)( �== xxfy

 
5432532)(
4321421

����
����

xf
x

 
44110)(
22110

2xxf
x
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44110x)x(f
22110x

2 �����=
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�=
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������=
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=
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=
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=
��=
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8,15,1  1,1  x
8,05,01,0)(xf

10.80.50x

10.80.50y = f(x)

 x)x(fy ==  1)( �== xxfy
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)Absolute value function( تابع قيمت مطلقه
طورذيلتعريفشدهاست. ||)( xxf = تابعقيمتمطلقه

¯
®


<�
t

=
0,
0,

)(
xx
xx

xf
 

رارسمکنيد. ||)( xxf = مثال: گرافتابع

مشاهدهمىشودکهناحيةتعريفتابعقيمتمطلقه،ستتماماعدادحقيقىوناحيةقيمتهاى

]مىباشند. )f,0 تابع

تابع چند معادله يى )Piecewise function( و گراف آن
آيامىشودکهيکتابعدرناحيةتعريفتوسطدوياچندمعادلهمشخصشود؟

مثال1:اگر
 ¯

®


�

+
=

1x

3x2
)x(f

2

 
10x4:

4x:
dd

<



وناحيةتعريفتابعfرادريابيد. )5(f,)8(f � باشد

حل:چون4 < 5 –مىباشد،پسدرمعادلةاولوضعمىشودداريمکه:
  73103)5(2)5(f �=+�=+�=� 
چونعدد8بين4و10مىباشد10<8<4،پسدرمعادلةدوموضعمىشود،داريم

که:

  6316418)8(f 2 =�=�= 
مىباشد.  [ ]10,4 ودرمعادلةدوم  )4,(�f ناحيةتعريفfدرمعادلةاول

3213210)x(f
3213210x

|x|)x(f

=
���=

=
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فعاليت

مىباشد.  ( ]10,f� پسناحيةتعريفتابعfعبارتاز

اگر:







مىباشد.  5.9)30(g = و  8)80(g = باشدنشاندهيد:که

) Graph of function de!ned piecewise ( گراف تابع چند معادله يى
xf)( رادريابيدوگرافآنرانيزرسمکنيد. مثال2:ناحيةتعريف،ناحيةقيمتهاىتابع

اگر:
 

¯
®


d<�
dd

=
2x1:1x

1x0:x
)x(f



مىباشد ]2,1( وازمعادلةدوم   ]1,0[ حل:ناحيةتعريفمعادلةاول
مىباشد. ]2,0[ عبارتاز )(xf درنتيجه،ناحيةتعريف

غرضترسيمگراف،گرافهردوقسمتراترسيممىنماييمطورىکه:

 

°
°
¯

°°
®



dd��

<d�+�
=

90x608x
5
1

60x015x
60
11

)x(g
 :

 :
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فعاليت

xf)( مىباشد. درنتيجهدوخطمستقيمبهدستمىآيدکههردوگرافتابع

رادريابيدوگرافاين )2(f,)2(f,)0(f � باشد
 

 

¯
®


�<<��
dd�

=
4x01x

4x0x
)x(f

تابعرانيزرسمکنيد.

رارسم،ناحيةتعريفوناحيةقيمتهاى
 

¯
®


>�+
<��

=
01
01

)(
xx
xx

xf مثال3:گرافتابع
تابعراتعيينکنيد.

حل




يا )0( zx مشاهدهمىشودکهدرناحيةتعريفتابع،صفرشاملنمىباشد.

از عبارت )Range( تابع قيمتهاى ناحية و   ),0()0,()x(fDom f�f= U

 1�<y و 1>y يا  ),1()1,( f��f U

چند تابع مثال يک مىشود داده نشان sgn)x(با که :)sign function(علامه تابع 
معادلهيىمىباشدکهطورذيلتعريفشدهاست:

 
5432532)(
4321421

����
����

xf
x

8,15,1  1,1  x
8,05,01,0)(xf

10.80.50x

10.80.50y = f(x)

 x)x(fy ==  1)( �== xxfy

0

:
:

:

:
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تمرين

ناحيةتعريفاينتابعستتماماعدادحقيقىوناحيةقيمتهاى
°
¯

°
®



<��
=�
>�

=
0x1
0x0
0x1

)xsgn(
:
:

:

}مىباشد. }1,0,1� )Range(آن
 

 { }1,0,1sgnsgn �== RangeIRDom


تابعقيمتمطلقهمىباشــدکه ||)( xxf = تابععينيتو x)x(f = تابعثابت، cxf =)(
ناحيةتعريفآناعدادحقيقىوناحيةقيمتهاىآنصفرواعدادمثبتحقيقىمىباشند.

رارسمکنيد. 4)( =xh و
 
5)x(f�

2
1)x(g �== 1-گرافهاىتوابع

رارسمکنيد. 3||)( �= xxf 2– گرافتابع

رادريابيد.  )16(f و  )0(f�)3,2(f � باشد.
 

¯
®


t
<�

=
0x:x
0x:x

)x(f 3-اگر

راتعيينکنيد. )x(h باشد ساحةتعريف
 

¯
®


dd+�
<d�+

=
1x0:1x
0x1:1x

)x(h 4-اگر
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 )()( 21 xfxf < درنتيجه باشد،  21 xx < اگر است متزايد انتروال تابعدريک – يک 1
شود.

 )()( 21 xfxf > باشد،درنتيجه 21 xx < 2-يکتابعدريکانتروالمتناقصمىباشد،اگر
مىشود.

شود،اينتابعنهمتناقص )()( 21 xfxf = باشددرنتيجه 21 xx < 3– دريکتابعاگر
استونهمتزايد.طورىکهدرشکلواضحمشاهدهمىشوداينتابعيکتابعثابت

مىباشد.

درکدامانتروالهامتزايدودرکدام 2)( xxf �= و 2)( xxf = مثال: گرافتابع
انتروالهامتناقصمىباشد؟

توابع متزايد و متناقص
(Increasing and decreasing 

functions) 

�tدرگرافهاىدادهشدهکدامگراف،گراف
تابعمتزايداست؟

�tکدامگراف،گرافتابعمتناقصاست؟
�tکدامگرافنهمتزايدونهمتناقصاست؟

 
44110)(
22110

2xxf
x
=

��  
44110x)x(f
22110x

2 �����=
��

متناقص



94

 ),0( f انتروال متناقصودر  )0,(�f انتروال در 2)( xxf = مشاهدهمىشودکهتابع

 ),0( f انتروال در و متزايد  )0,(�f انتروال در  2)( xxf �= تابع اما مىباشد، متزايد

متناقصمىباشد.

دراشکالدادهشدهدر

کدامانتروالگرافتابع

متزايدودرکدامانتروال

متناقصمىباشدوکدام

گرافنهمتزايدونه

متناقصمىباشد؟

)Even and odd functions(توابع جفت و تاق
باشدبدينمعنىاگردر )()( xfxf =� يکتابعجفتمىباشد؛اگر: )(xf 1-تابع

عوضکنيمدرقيمتتابعتغييرواردنمىشود. x� رابه x تابع

 x باشد،يعنىاگردرتابع )()( xfxf �=� يکتابعتاقمىباشد؛اگر: )(xf 2-تابع
عوضکنيمقيمتتابعمنفىمىشود. x� رابه

 

41
)2()1(

21

�>�
>�

<�
ff

 

41
)2()1(

21

<
<�

<�
ff

فعاليت
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3x)x(f کدام = و 2)( xxf = مثال1:درتوابع
تابعجفتوکدامتابعتاقمىباشد؟

عوضمىکنيم. x� را x حل:درهردوتابع
 33 x)x)(x)(x()x()x(f �=���=�=�

يکتابعتاقمىباشد، 3)( xxf = پستابع

مىشود.مثل )()( xfxf �=� زيرا

  2)( xxf = 2(f(f)2(8 و  �=�=�

داريمکه: 2)( xxf = ودرتابع
 22 x)x)(x()x()x(f =��=�=�

يکتابعجفتمىباشد،زيرا 2)( xxf = پستابع

 4)2(f)2(f ==� است. )()( xfxf =�
Yمشاهدهمىشودکهگرافتوابعجفتنظربهمحور

بهمبدأکمياتوضعيهمتناظر وگرافتوابعتاقنظر

مىباشند.

و 4)( 2 �= xxf مثال2:درتوابع

کداميکجفتوکدام 23)( 2 ++= xxxg
يکتابعتاقمىباشد؟

 )(44)()( 22 xfxxxf =�=��=� حل:  
پساينتابعجفتمىباشد.

 )5,3( ودرشکلنيزمشاهدهمىشودکهدردونقطه

قيمتتابعباهم 3�=x و 3=x براى )5,3(� و

يعنى مىباشد،  5 ازعدد عبارت استکه مساوى
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قيمتتابعباهممساوىاستکهصفر 2�=x و 2=x 3(f(f)3(5  همچنيندر ==�
مىباشد.درنتيجهتابعجفتمىباشد.

کهاينتابعنهجفتاستونهتاق. 2x3x2)x(3)x()x(g 22 +�=+�+�=
مثال3: اگرfازاعدادحقيقىبهاعدادحقيقىيکتابعتاقباشد.قيمتkرادريابيدطورى

باشد. 32)2( += kf و 5)2( +=� kf که:

حل: چونfيکتابعتاقمىباشد.

 3
8k

8k3
3k25k

)3k2(5k
)2(f)2(f
)x(f)x(f

�=

�=
��=+
+�=+

�=�
�=�



)نظربهتعريفتابعتاق(

استتابعمتزايدواگر )()( 21 xfxf < باشدونتيجهشودکه 21 xx < ، )(xf اگردرتابع

 )()( xfxf =� شودتابعمتناقصوهماگر )()( 21 xfxf > باشدودرنتيجه 21 xx <

تاقمىباشد. )(xf شودتابع )x(f)x(f �=� جفتواگر )(xf باشدتابع

گرافتوابعجفتنظربهمحورYوگرافتوابعتاقنظربهمبداءکمياتوضعيهمتناظر

مىباشند.

1-کداميکازتوابعزيرمتزايد،متناقصوکداميکنهمتزايدونهمتناقصمىباشد؟

 4223 )(,)(,)( xxxfxxxfxxxf �=+=+=

2-کداميکازتوابعزيردادهشده،جفتوکداميکتاقمىباشد؟

 54 )(,)(,||)(,)( xxfxxfxxfxxf ====

تمرين
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فعاليت

رارسمکنيد. 2)( xxf = t گرافتابع
رارسمکنيد. 4x)x(f 2 += t گرافتابع
رارسمکنيد. 4)( 2 �= xxf t گرافتابع

t بگوييدکهاينگرافهاباهمچهرابطهدارند؟

 2)( xxf = گراف انتقال از که مىتوانيم چطور نماييم رسم را  2)( xxf = اگرگراف

نقطه  2xy = گراف  ),( yx نقطة هر براى نماييم. رسم را 4)( 2 �= xxf تابع گراف

به 2xy = قراردارد،پسهرنقطةگراف 42 �= xy بالاىگراف )4,( �yx مربوط

بهدستآيدطورىکه 42 �= xy اندازة4واحدبهطرفپايينانتقالمىکندتاگراف

انتقال )Translation( گراف ها

داده بگوييدکهگرافهاى مىتوانيد  آيا

شدهباهمچهرابطهدارند؟
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درشکلمشاهدهمىشود.اينانتقالبهنامانتقالعمودى
يادمىشود.

انتقالبه2قسماستانتقالعمودىوانتقالافقى:
انتقال :)Vertical Translation( عمودى انتقال 

عمودىيابهطرفبالاويابهطرفپايينمىباشد.
باشد. 0>c هرگاه

بهاندازةعددcبهطرف )x(fy = 1:اگرگرافتابع

بهدست cxfy += )( بالاانتقالشدهباشد.گراف
مىآيد.

بهطرف c اندازةعدد به  )x(fy = تابع 2:اگرگراف

دست به  cxfy �= )( گراف باشد شده انتقال پايين
مىآيد.

چهرابطهدارد؟هر 2xy = باگرافتابع 32 �= xy و 22 += xy مثال1:گرافتوابع
سهگرافرادرعينسيستمکمياتوضعيهرسمنماييد.

رابهاندازة)2(واحدبهطرفبالاانتقالدهيمگرافتابع 2xy = حل:اگرگرافتابع

رابهاندازة)3(واحدبهطرف 2xy = بهدستمىآيدواگرگرافتابع 22 += xy

بهدستمىآيد. 32 �= xy پايينانتقالدهيمگرافتابع

ياانتقالعمودىرااينطورنيزمىتوانتعريفکرد:

 a>0يکعددثابتمىباشد،اگرaوضعشودکهy – a، y اگردرگرافتابعبهعوض

222222)x(f
321321x

2)x(f

������=
���=

�=

222222)x(f
321321x

2)x(f

=
���=

=

...21210)x(f

...21210x
x)x(f

��=
��=

=

3213210)x(f
3213210x

|x|)x(f

=
���=

=

66554)x(f
22110x

4|x|)x(f

=
��=

+=

8,15,1  1,1  x
8,05,01,0)(xf

10.80.50x

10.80.50y = f(x)

 x)x(fy ==  1)( �== xxfy

 
5432532)(
4321421

����
����

xf
x

 
44110)(
22110

2xxf
x
=

��  
44110x)x(f
22110x

2 �����=
��

 

41
)2()1(

21

�>�
>�

<�
ff

 

41
)2()1(

21

<
<�

<�
ff

 

21233xy
36322xy
1410xy
1210x

2

2

2

����=
+=

=
�=

....44110)3x(y

....15243x
2�=

=

....41140)2x(y
....43102x

2+=
����

0
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باشدبه 0<a بهطرفبالاانتقالمىکندواگر || a باشد،گرافطورعمودىبهاندازة

طورعمودىطرفپايينانتقالمىکند. || a اندازه

 4xy 2 +=  2,2 22 +=�= xyxy گرافهاىتوابع 2xy = مثال2:ازانتقالگراف

رادرعينسيستمکمياتوضعيهرسموباهمديگرمقايسهکنيد. 42 �= xy و

) Horizontal Translation( :انتقال افقى
،x – bوضعشودکهbيکعددثابتاستگرافتابع x اگردرگرافتابعبهعوض

باشدگرافبهطرفراستواگر 0>b طورافقىانتقالمىکند.اگر || b بهاندازة
باشدگرافبهطرفچپانتقالمىکند. 0<b

رارسم 2)3( �= xy و 2)2( += xy گرافتوابع 2xy = مثال3:ازانتقالگراف
کنيد.

بهاندازة2واحد 2xy = حل:طورىکهدرشکلمشاهدهمىشود،اگرگرافتابع

82
51
40
yx

62
31
20
yx

42
11
00
yx

4xy2xyxy 222

±
±

±
±

±
±

02
31
40

yx

4xy 2

±
�±
�

�=

22
11
20

yx

2xy 2

±
�±
�

�=+=+==

0
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فعاليت

گراف اگر مىآيد. دست به   2)2( += xy گراف شود داده انتقال طرفچپ به
 2)3x(y �= بهاندازة3واحدبهطرفراستانتقالدادهشودگرافتابع 2xy =

بهدستمىآيدطورىکهدرشکلنيزمشاهدهمىشود.

را |3|)( �= xxh و |2|)( += xxg گرافتوابع ||)( xxf = ازانتقالگرافتابع
درعينسيستمکمياتوضعيهرسمکنيد.

ترکيب انتقال عمودى و افقى
)Combining Horizontal and Vertical shi"s( 

رارسمکنيد. 3)1()( 2 �+= xxh 1x()x(g(2 و += مثال4:گرافتوابع

رارسممىنماييمکهبهنامگرافمعيارىتابعدرجه 2)( xxf = حل: دراولگرافتابع
رامشخص )4,2(� و )0,0(,)4,2( دوميادمىشود.حالبهروىگرافسهنقطه

مىنماييم.
 2)( xxf = رارسممىنماييم،باناحيةتعريفتابع 2)1()( += xxg بعدگرافتابع

....44110)3x(y

....15243x
2�=

=

....41140)2x(y
....43102x

2+=
����

0
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بهاندزةيکواحدبهطرفچپ 2)( xxf = عدد)1(راجمعمىنماييمتاگراف
انتقالشودکهدرشکلدومنشاندادهشدهاست.

گرافشکلدومرابهاندازة3واحدبه 3)1()( 2 �+= xxf سپس،براىترسيمگراف
طورعمودىبهطرفپايينانتقالمىکندکهگرافآندرشکلسومنشاندادهشدهاست.

رارسمکنيد. 2|3| ++= xy گرافتابع || xy = مثال5: ازانتقالگرافتابع

311)x(f
131x

3)1x()x(f 2

�
��
�+=

440)x(f
311x

)1x()x(g 2

��
+=

440)x(f
220x

x)x(f 2

�
=

 

78234652|3x|y
2332110|x|y
2332110x

++=
=

���
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انتقال به )2( نوع مى باشد )عمودى و افقى ( 

انتقالعمودى:هرگاهcيکعددمثبتباشد.
بهاندازةcواحدبهشکلعمودىبهطرفبالاانتقال )(xfy = 1-اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. cxfy += )( شودگرافتابع

بهاندازةcواحدبهگونةعمودىبهطرفپايينانتقال )(xfy = 2-اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. cxfy �= )( شود.گرافتابع

انتقالافقى:هرگاهcيکعددمثبتباشد.
بهاندازةcواحدبهطرفچپانتقالدادهشودگراف )(xfy = 1-اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. )( cxfy += تابع

بهاندازةcواحدبهطرفراستانتقالشودگراف )(xfy = 2-اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. )( cxfy �= تابع

گرافهاىتوابعزيررارسمکنيد: 2xy = 1-ازانتقالگرافتابع

 222 )2x()x(g1x)x(g2x)x(g �=�=�=

رارسمکنيدوازانتقالآنگرافهاىتوابع xxf =)( 2-گرافتابع

رارسمکنيد. 2x)x(f += و 2x)x(f +=

رارسمکنيدوازانتقالاينگراف،گرافهاىتوابع ||)( xxf = 3-گرافتابع

4x)x(h رارسمکنيد. �= و 4|x|)x(g,|4x|)x(g +=+=

و 3)( 3 �= xxg ،گرافهاىتوابع 3)( xxf = 4-ازانتقالگرافتابع

رارسمکنيد. 3)3()( �= xxg

تمرين
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عمليههاىچهارگانةتوابعطورذيلتعريفشدهاند.



 

( )

{ }0)x(g/xgdomfdom)x)(
g
f(dom

gdomfdom)x)(gf(dom
gdomfdom)x)(gf(dom
gdomfdom)x)(gf(dom

0)x(g
)x(g
)x(f)x)(

g
f()x(g.)x(f)x)(gf(

)x(g)x(f)x)(gf()x(g)x(f)x)(gf(

=�=

=�
=�
=+

z==�

�=�+=+

I

I

I

I



نيز و دريابيد را   )x)(gf( + باشد،   4)( 2 �= xxg و  12)( += xxf اگر مثال1:
راتعيينکنيد.  )x)(gf( + ساحةتعريفتابع

حل  
 

3x2xx3x2)4x()1x2()x)(gf(

)x(g)x(f)x)(gf(
222 �+=+�=�++=+

+=+


 IRfdom�IRgdom == 
 IRIRIR)x)(gf(dom ==+ I 

  )3)(gf( + و  )x)(gf( + باشد. 54)( += xxg و 3)( 2 �= xxf مثال2:اگر
رادريابيد.

 عمليه هاى توابع

  11x2)x(g += و 2)( += xxf اگر

را  )x()gf( � و  )x)(gf( + باشد.

دريافتکردهمى توانيد؟
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فعاليت

فعاليت

حل
 

2321292)3(43)3)(gf(

2x4x)5x4()3x()x)(gf(
2

22

=++=++=+

++=++�=+


 IRfdom�IRgdom == 

  IRIRIR)x)(gf(dom ==+ I 

رادريابيد.  )4)(gf( + و  )x)(gf( + باشد 72)( += xxg و 1x4x3)x(f 2 �+= اگر

باشد. 2)( 2 �+= xxxg و 12)( �= xxf مثال3:اگر

)(x(, رادريابيدوناحيههاىتعريفاينتوابعرانيز
g
f( و )x)(gf(, � ، )x)(gf( �

تعيينکنيد.
حل



 

2x5xx2)2xx)(1x2(x)gf(

IRIRIR)x)(gf(dom
1xx2xx1x2)2xx()1x2(x)gf(

232

222

+�+=�+�=�

==�
++�=+���=�+��=�

I



مىباشد.  IRgdom = و  IRfdom = چون



 

)1x)(2x(
1x2

2xx
1x2x)

g
f(

IRIRIR)x)(gf(dom

2 �+
�

=
�+

�
=

==� I



 
2x/IRx{)x)(

g
f(dom �z�= و }1x z 

را  )x)(gf(�)x)(gf( ��  
)x)(

g
f( باشند، 1)( 2 �= xxg و 5)( �= xxf اگر

دريابيد.

 
}0)x(g/x{IRIR)x)(

g
f(dom =�= I
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باشد. 1)( �= xxg و 3)( += xxf مثال4:اگر
رادريابيد.  

)x)(
g
f( )x)(gf( و � ،  )x)(gf() �

حل
 

32)1)(3()()()()(

413)1(3)()()()(
2 �+=�+=�=�

=+�+=��+=�=�

xxxxxgxfxgf
xxxxxgxfxgf



تماماعدادحقيقىشاملمىباشند)xهرعددحقيقىراگرفته )(xf چوندرناحيةتابع
  IRgdom = بههمينترتيب  IRfdom = مىتواند(يا



 

{}1IR)x)(
g
f(dom

1x
1x
3x

)x(g
)x(f)x)(

g
f(

�=

z
�
+

==



 
IRIRIR)x()gf(dom
IRIRIR)x)(gf(dom

==�
==�

I

I



  { }1x/IRx)x)(
g
f(dom z�= يا


 
),1()1,()x)(

g
f(dom f�f= U يا

gfgfgf و +�� , باشد xxg += 3)( و xxf �= 4)( مثال5:اگر

رادريابيدوناحيةتعريفآنهاراتعيينکنيد.
g
f

حل
 

x3
x4

x3
x4

)x(g
)x(f)x)(

g
f(

xx12

)x3)(x4()x3()x4()x(g)x(f)x)(gf(

x3x4)x(g)x(f)x)(gf(

x3x4)x(g)x(f)x)(gf(

2

+
�

=
+
�

==

�+=

+�=+�=�=�

+��=�=�

++�=+=+


 }4x,0x4{:fdom dt� يا  ]4,(�f 
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 }3x,0x3/x{:gdom �tt+ يا [ )f� ,3 





 ]4,3[),3[]4,( �=f��f I

مىباشد. gf � و gf,gf +� ناحيةتعريفتوابع ]4,3[� که

مىباشد. ( ]4,3
g
fDom �= مىباشد،پس: 0)3( =�g چون

 
)x)(

g
f(dom



حاصل ضرب تابع با عدد ثابت
اگرcيکعددثابتوfيکتابعباشد،پسحاصلضربآنعبارتاستاز:

  )x(fc)x)(fc( �= 

باشد. 5=c و 2xx)x(f 3 +�= مثال6: اگر

   10x5x5)2xx(5)x(f5)x)(f5( 33 +�=+�=�=

توابعزيررادرنظربگيريد:

رادريابيد.
 
)x)(

g
f( و  )x)(gf(,)x)(gf(,)x)(gf( +�� -1 

2-ناحيةتعريفآنهاراتعيينکنيد.

 

1)(3)(:1)(4)(:

5)()(:1)(32)(:

3)(5)(:1)(32)(:

2

2

2

�==�=+=

�==+=��=

=�=�=+=

xxgxxffxxgxxfe

xxgxxfdxxgxxxfc

xxgxxfbxxgxxfa

تمرين
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رادريابيد. )x()fog( )()(  و xgof باشد. 3)( += xxg و 2)( 2 �= xxf t اگر
مىباشد.  )x()fog()x)(gof( = t درکدامحالت

رادريابيد.  )x()gog( و  )x()fof(  t
نشان    ( ))(xgf يا )( gof اينشکل به را g با f ترکيب باشند، x از توابع g و f اگر
عبارتازxاست  )x()gof( ) ناحيةتعريف ) [ ])()()()( xgfxgfxgof == مىدهند

درناحيةتعريفfشاملباشد. )(xg کهدرناحيةتعريفgو

 }fdom)x(g,gdomx/IRx{x)fog(Dom ���= :)f o g(ياناحيةتعريف

درناحيةتعريفgشاملباشد 1x �

درناحيةتعريفfشاملباشد. )(xg 2-طورىکه

توسطدوماشيننشاندادهشدهاست.درماشيناولورودى  )x)(gof( درشکلفوقتابع

از عبارت )input(ماشيندوم در ميباشد. )x(g از عبارت )out put( و x ، )input(x

درناحيةتعريف )(xg مىباشد.اگر  )x)(fog( مىباشدو)Out put(عبارتاز )x(g

fشاملنباشد،پسدرماشيندوم)f(داخلشدهنمىتواند.


ترکيب توابع يا توابع مرکب

composition of functions

or composite functions

فعاليت
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فعاليت

رادريابيد. )x()fog( و )x()gof( باشد. xxg 3)( = و 1)( 2 �= xxf مثال1:اگر






 ( )
( ) 3x3)1x(3)1x(g)x(f(g)x)(fog(

1x91)x3()x3(f)x(gf)x)(gof(
222

22

�=�=�==

�=�===



مشاهدهمىشودکه:





 

3x31x9

)x()fog()x()gof(
22 �z�

z



را  )x)(fog( و  )x)(gof( باشد 6)( 2 += xxg و 43)( �= xxf  مثال2:اگر
دريابيد.

عوض)Domain(ياxدرتابعfوضعمىشود. )(xg )x)(fog( تابع حل:درحقيقتدر


 ( )
( ) 22x24x96)4x3()4x3(g)x()fog()x(fg

14x3418x34)6x(3)6x(f)x(gf
22

2222

+�=+�=�==

+=�+=�+=+=



ستتماماعدادحقيقىمىباشند.  )x)(fog( و  )x()gof( واضحاستکهناحيةتعريف

  )x)(fog()x)(gof( = باشدنشاندهيدکه 6)( �= xxg و 6)( += xxf اگر

مىباشد.

 باشد. xxf =)( و xxg �=1)( مثال3:اگر
وgofرابهدست gof,f درقدماولناحيةتعريفتوابعf o gوg o fرادريابيد.بعد

آوريد.

اعدادحقيقى gستتمام تابع ناحيةتعريف ] و )f,0 از: fعبارت ناحيةتعريف حل:

),( مىباشد. f�f
  ),(Domg),0[Domf f�f=f= يا:

  { }fdom)x(g,domgx/x)gof(omD ��= يا:
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x1)x(g)x)(fog(

x1)x1(f)x()gof(

],0(}IRx,0x/x{}gdom)x(f,fdomx/x{)fog(Dom

]1,(1x1x,}0x1,IRx/x{)fog(Dom

�==

�=�=

f=�t=��=

�f=d��t�t��=

براىوضاحتبهترناحيةتعريفتابعمرکبشکلزيررامشاهدهکنيد:



ترکيب از  )(xh تابع که دهيد نشان طريق دو به باشد: 13)( 2 += xxh اگر مثال4:
کدامدوتابعبهدستآمدهاست؟

))((  نوشت. xJok و  )x)(fog( رامىتوانبهشکلترکيبدوتابع )(xh حل:تابع

باشد. xxg =)( و 13)( 2 += xxf طورىکه:

  ( ) 1x3)1x3(g)x(fg)x)(fog( 22 +=+== 

رامىتوانبهشکلترکيبدوتابع)jok()x(بنويسيم. )(xh بههمينترتيبتابع

باشد 23)( xxk = و 1)( += xxj طورىکه:

 ( ) 1x3)x3(j)x(kj)x)(koj( 22 +=== 

باشد. ( )
2x

x)x(f,2x
+

=�z مثال5:اگر

رادريابيد.  ( ))x(ff,)2)(fof(�)x)(fofof(
حل



 

+
=

+
+

�
+

=

+
++

+=
+

+

+=
4x3

x
4x3
2x

2x
x

2x
4x2x

2x
x

2
2x

x
2x

x

)x)(fof(
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8x7
x

8x7
2x

2x
x

2x
8x4x3

2x
x

4
2x

x3
2x

x

4)
2x

x(3

2x
x

)x)(fofof(
5
1

10
2

423
2)2)(fof(

4x3
x)x()fof(?)2)(fof(

+
=

+
+

�
+

=

+
++

+=
+

+

+=
+

+

+=

=

==
+�

=�
+

==

،  )x)(gof(,)x)(fog( باشد 3)( += xxg و 2)( 2 �= xxf اگر

رادريابيد.  )2)(fog(�)3)(gof( �

باشد: 3)( xxg = و 23)( +�= xxf 1-اگر
 
)x)(

f
g(,)x)(gf(,)x)(fg(,)x)(gf(,)x)(gf( ���+

رادريابيدونيزناحيةتعريفآنهاراتعيينکنيد.


 
)x)(

f
g( و

 
)x)(gf(,)x)(

g
f( � باشد 3)( �= xxg و 3)( 2 �= xxf 2-اگر

رامعلومکنيد.

 43)( += xxk و  
x

xgxxh 1)(,4)( 2 =�= و  1)( 2 += xxf اگر - 3

رادريابيد.
 
)x)(

k
h( و

 
)x)(gf(,)x)(

g
f(,)x)(kh( �� باشدناحيههاىتعريفتوابع

رادريابيد.  )1)(gof( و  )3)(fog( باشد 23)(,)( 2 �== xxfxxg 4-اگر

رادريابيد.  gof,fog�fof باشد xxg �= 2)( و xxf =)( 5-اگر

را   )x)(hogof( باشد  3)( += xxh و


 
1x

x)x(f,x)x(g 10

+
== اگر - 6

دريابيد.

فعاليت

تمرين
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فعاليت 

t درشکلبيندوتابعکدامرابطهوجوددارد؟
t آيامعکوسهرتابع،يکتابعمىباشد؟

t اگرمعکوسيکتابعنيزيکتابعباشد.اينگونهتابعرابهکدامناميادمىکنند؟
باشد،آياتابعgمعکوس { })6,7()3,5()1,2(=g } و })7,6()5,3()2,1(=f t اگر

تابعfمىباشدياخير؟چرا؟
باشد،آياتابعgمعکوستابعfمىباشد؟  )x)(fog()x)(gof( = t اگر

درتصويرفوقيکترماميتررامشاهدهمىکنيدومىدانيمکهبيندرجههاىحرارتسانتى

وجوددارداگراينمعادلهبراى)c(حلشودداريم  
32

5
9

+= cf گريدوفارنهايترابطه

که:





 

)32f(
9
5c

)c
5
9(

9
5)32f(

9
5

3232c
5
932f32c

5
9f

�=

=��

�+=��+=



مىباشد ),( xy عبارتاز: ),( yx تابعcتابعمعکوستابعfمىباشد.معکوسيکرابطه
کهناحيةتعريفتابعمعکوسعبارتازناحيةقيمتهاىتابعوناحيةقيمتهاىيکتابع

معکوسعبارتازناحيةتعريفتابعمىباشد.

     تابع معکوس
)Inverse Function(
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نشان 1�f به f معکوستابع fRangefdomain 1 =� و fdomfRange =�1

)x(f
1))x(f( 1 z� دادهمىشود.متوجهباشيدکه:

x(f()}5,1)(7,3)(10,8{( باشد. �= مثال1:اگرتابع

مىباشد:
 { })8,10()3,7()1,5()x(f 1 �=� پس

        
 

10)8(
5)1(
7)3(

�=
=
=

f
f
f

    

 
8)10(

1)5(

3)7(

1

1

1

=�

=

=

�

�

�

f
f
f

                                                                          



باشد؛ { })5,4()2,3()2,1()( =xf نيزيکتابعمىباشد،امااگر )x(f 1� مىباشد؛پس

 مىباشد. { })4,5()3,2()1,2()(1 =� xf

در مختلف تصوير دو  2=x براى که زيرا نيست، تابع يک  )x(f 1� مىشودکه مشاهده

مىباشد؛پسمعکوسهرتابع،تابعنمىباشد 1)2(f = و 3)2( =f )Range(وجوددارد.
يابهعبارتديگر،هرتابعمعکوسپذيرنمىباشد.

هرگاهدريکتابعکهبهشکلجورههاىمرتبدادهشدهباشدجاهاىعناصراولىودومى

باهمديگرعوضشودرابطهيىکهبهدستمىآيدعبارتازمعکوستابعاولىمىباشد،

تابعىکهمعکوسآننيزيکتابعباشدگفتهمىشودکهتابعمعکوسپذيراست.

مثال2: آياتوابعfوgکهطورزيربهشکلجورههاىمرتبدادهشدهاند.معکوسپذير
مىباشند؟

 { } { })1,5(,)2,0(,)1,3(,)4,2()1,0(,)1,3(,)3,2(,)2,1( =��= gf 
حل:اگرجاهاىعناصراولىودومىجورههاىمرتبراباهمديگرتبديلنماييمداريمکه:

{ })0,1(,)3,1(,)2,3(,)1,2(1 ��=�f

اولى عناصر که زيرا مىباشد، تابع يک نيز f تابع معکوس يا  1�f که مىشود مشاهده

{ })5,1(,)0,2(,)3,1(,)2,4(g 1 =� تکرارنشدهاندو 1�f جورههاىمرتب

دوقيمت3و 1=x يامعکوستابعg،تابعنيست؛زيراکهبراى 1�g مشاهدهمىشودکه

5وجوددارد،پستابعgمعکوسپذيرنيست.
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فعاليت

خلاصهاينکهچونfتابعيکبهيکبوده،درنتيجهمعکوسپذيراست.وچونتابعgيک
بهيکنبودهمعکوسپذيرنمىباشد.

نتيجه: تنهامعکوستابعيکبهيک،يکتابعمىباشد.
 ) one – to – one function(تابع يک به يک

 )()( 21 xfxf z درنتيجه باشد  21 xx z اگر مىباشد، يک به يک تابع  )(xf تابع يک

شود.

 )()( bfafba z�z يا:

 )()( bfafba =�= واگر:

اگريکتابع،تابعيکبهيکباشددرآنصورتمعکوسآننيزيکتابعمىباشد.

باشدنشاندهيدکهکداميکازاين  2x25)x(g �= و  12x4)x(f +�= مثال3:اگر
توابع،تابعيکبهيکمىباشد.

مىباشد.  12b412a4 +�z+� باشد. ba z حل:اگر
تابعيکبهيکمىباشد. )(xf پستابع

 412812)2(4)2(f =+�=+�= باشد: 2=x طورمثال:اگر

باشد 3=x اگر

 

0432
)b(f)a(fba

0121212)3(4)3(f

z�z
z�z

=+�=+�=



  2x25)x(g �= تابعيکبهيکمىباشد.ودر )(xf پستابع

  416925)3(g ==�= باشد. 3=x اگر

  416925)3(g ==�=� باشد. 3�=x اگر

 33 �z اما )3()3( �= ff
تابعيکبهيکنمىباشد. )(xg پستابع

باشدنشاندهيدکهکداميکازتوابع،تابعيکبهيک 2)( xxg = و 8x3)x(f += اگر

مىباشدوکداميکازآنهاتابعيکبهيکنيست؟چرا؟
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تشخيص تابع يک به يک از روى گراف
تابعيک تابع، اين نقطهقطعکند رادريک تابع xگراف بامحور افقىموازى اگرخط
بهيکاستواگرخطافقىگرافتابعرادراضافهترازيکنقطهقطعکنداينگراف،

گرافتابعيکبهيکنيست.

مثال4: دراشکالدادهشدهمشاهدهمىشودکهخطموازىبامحورxگرافتابعاولىرا
دريکنقطهوگرافتابعدومىرادردونقطهقطعکردهاست؛پستابعاولى،تابعيکبه

يکبوده،اماتابعدومىتابعيکبهيکنمىباشد.

تعريف تابع معکوس:اگرfيکتابعيکبهيکباشدکهناحيةتعريفآنxوناحية
،gمىباشـدکهناحيــةتعريفfدرصورتىمعکوستابعgباشـد،پستابعyقيمتهاىآن

fمىباشد تابع gدرصورتىمعکوس تابع ويايک باشد x قيمتهاىآن ناحية و باشد y
کهاگر:





 

x)x)(fog()x)(gof(
x)x)(fog(
x)x)(gof(

==
=
=



رادريابيد. )(1 xf � يا )(xf باشدمعکوستابع 23)( += xxf مثال5:اگر
حل



 

x))x(f(f))x(f(f
3
2x

3
1

3
2x)x(f

3
2xy

2xy3
2y3x

2x3)x(fy

11

1

==

�=
�

=

�
=

�=
+=

+==

��

�



دريکنقطهقطعکردهاست
دردونقطهقطعکردهاست
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x))x(f(f))x(f(f
3
2x

3
1

3
2x)x(f

3
2xy

2xy3
2y3x

2x3)x(fy

11

1

==

�=
�

=

�
=

�=
+=

+==

��

�



اينمثالبهطورخلاصهدرشکلنيزنشاندادهشده

است.


3

2x)x(g �
= رابه )(1 xf � وازطرفديگر،اگر

نشاندهيم

مىباشد.زيراکه:  x)x)(fog()x)(gof( ==






 

x
3
x3

3
22x3)x)(fog(

x22x2)
3

2x(3)x)(gof(

==
�+

=

=+�=+
�

=



( ) xxff =� )(1 و ( ) xxff =� )(1 يا

رادريابيد. )(1 xg � باشد 2)( xxg = واگر )(1 xf � باشد 1)( 3 += xxf مثال6:اگر
حل





 
333

3

1xy1xy1yx

1xy

�=��=�+=

+=

نشاندهيم؛پس: )(1 xf � اگرyرابه

31 1x)x(f �=� 

 yxxyx)x(g 22 ±=�=�= 
xy ±= يا xxg ±=� )(1
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فعاليت

باشد   2�=x ويا   2=x اگر زيرا نمىباشد، تابع يک )(1 xg �  که مىشود مشاهده

معکوس تابع يک )x(g کنيد،پس مشاهده را مىشودشکل  4)2( =g و  4)2( =�g

پذيرنميباشد.

باتابعمعکوسخودمساوىمىشود؟ 25)( �= xxf مثال7:براىکدامقيمتxتابع
2525 +=��= xyyx باشدمعکوسآن 25 �= xy حل:اگر

 
5

2x)x(f
5

2xy 1 +
=

+
= �





 
2
1122425

5
2

=�=��=
+ xxxx



باتابعمعکوسخودمساوىمىشود. )(xf تابع
2
1

=x بهقيمت

معکوسيکديگراند.
7
2

7
1)( += xxg و 27)( �= xxf مثال8:نشاندهيدکهتوابع

 حل

x
7
2)2x7(

7
1)2x7(g))x(g(f)x)(fog(

x2)
7
2x

7
1(7)

7
2x

7
1(f))x(g(f)x)(gof(

=+�=�==

=�+=+==



معکوسيکديگراندازاينجانتيجهگرفتهمىشودکهترکيبتابعوتابع )(xg و )x(f پس

مىباشد. ( )x)x(f = معکوسآنتابععينيت

  x)x)(fof( 1 =� رادريابيدونيزنشاندهيد )(1 xf � باشد
2
12)(

�
+

=
x
xxf اگر

مىباشد.

گراف تابع و گراف تابع معکوس آن

يکرابطه  ))x(f( 1� تابعمعکوسآن وگراف )(xf بهيک تابعيک بينگراف در
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يکنقطهبالاى )a,b( باشد )(xf يکنقطهبالاىگراف ),( ba وجوددارد،زيرااگر

متناظر xy = نظربهخط ),( ab و ),( ba مىباشد.کهنقاط )(1 xf � گرافتابع

مىباشند.

fتابعمعکوس
3
2

3
1)(1 +=� xxf باشدواضحاستکه 23)( �= xxf مثال9:اگر

مىباشد.گرافهردوتابعرادرعينسيستمکمياتوضعيهرسمنماييدومقايسهکنيدکه

متناظرمىباشند. xy = گرافهانظربهخط

متناظرمىباشند. xy = مشاهدهمىشودکهگرافهردوتابعنظربهخطمستقيم

داراىجورههاىمرتب )(xf مثال10: اگر
باشد،گراف )2,4( و )2,3(,)0,1( ���

رادرعينسيستمکميات )(xf و )(1 xf �

وضعيهرسمکنيدونشاندهيدکههردوگراف

متناظرمىباشند. xy = نظربهخط

و   )x(f گرافهاى که مىشود مشاهده

مىباشند. متناظر y=x بهخط نظر  )x(f 1�

 
210)(
412

1 xf
x

�

�

 2
1

0
)( 4

1
2xf

x
�

y=x



118

�tمعکوستابعيکبهيکنيزيکتابعمىباشد.
�tخطموازىبامحورx)خطافقى(گرافتابعيکبهيکرادريکنقطهقطع

مىکند.

yوyرابهxحلمىنماييم،بعدxمعادلةتابعرابراى )(xfy = �tبراىدريافتمعکوس
مىباشد. )(xf تابعمعکوس )(1 xfy �= رابهxتبديلمىکنيم.تابعبهدستآمده

متناظرمىباشد. xy = نظربهخط )(xf وگرافتابعمعکوس )(xf �tگرافتابع
)()( مىباشد. 1 xfdomxfRange �= )()( و 1 xfRangexfdom �=

تمرين

1-معکوستوابعزيررادريابيدوبگوييدکهمعکوسکدامتابعنيزيکتابعمىباشد؟

 
)}2,1(),1,0(),2,1(),1,2(),0,3{(k)}1,4(),2,3(),3,2(),2,1{(g

)}1,4(),3,2(),4,1{(h)}4,3(),3,4(),1,2(),0,1{(f
��==

=��=

 x))x(f(f 1 =� 2– معکوسهريکازتوابعذيلرادريابيدوصحتجوابخودرابا
امتحانکنيد.







 

x
1)x(f)2x()x(f2x)x(f

3x2)x(fx2)x(f3x)x(f

33 =+=+=

+==+=



3– گرافهاىتوابعذيلرارسمکنيدوتوسطخطموازىبامحورx)خطافقى(نشان
دهيدکهمعکوسآننيزيکتابعمىباشد.

 2

5
27)(1)( xxgxxf �

=�=

4– کداميکازتوابعذيلتابعيکبهيکمىباشد؟

2x
1y9y)2x(yx6y5x4y 2

+
==�=�=�=
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پولينومهارادرفصلاولمطالعهکردهايد.پولينومىکهازيکحرف)متحول(تشکيلشده

باشدبهنامتابعپولينومىيادمىشود.

تابع خطى )Linear function( يا تابع درجه يک
تابعپولينومىاستکهدرجةآنيکباشد.

a ,bو 0za مىباشدکه  bax)x(f += شکلعمومىتابعدرجهيک)تابعخطى(

اعدادحقيقىباشند.
توابعخطىاند.


xxf

2
1)( = و  4x3)x(f,1x)x(f,x2)x(f +=�== بهطورمثال:

Xرارسمکنيدونقاطتقاطعگرافرابامحورهاى 3x
4
3)x(f �= مثال1: گرافتابع

وYدريابيد.
عبارت X محور با گراف تقاطع نقطة

 )3,0( � نقطه Y محور با و (4,0) از
تابع گراف که مىشود مشاهده مىباشد.

درجهيک،يکخطمستقيممىباشدازاين

سببتابع،درجهيکرابهنامتابعخطىنيز

يادمىکنند.براىترسيمگرافتابعخطى

با را گراف تقاطع نقاط که است کافى

محورهاىXوYبهدستآوريموخط

مستقيمرارسمنماييم،طوريکهدرشکلمشاهدهميشود.

توابع پولينومي

303)x(f
048x

3x
4
3)x(f

�
=

�=

�tآيامىدانيدکهتابعدرجهيکراچراتابع
خطىمىگويند؟

�tآياگرافتابعدرجهيک،يکخطمستقيم
مىباشد؟

o

0
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فعاليت

رارسمکنيدوکمياتوضعيةنقاطتقاطع 1�= xy و 1)( +== xxfy گرافتابع

گرافبامحورهاىXوYرادريابيد.

رارسمکنيد. 2
3
2)( += xxf مثال2: گرافتابعخطى

)x =0(صفرمىباشدxقيمتY حل: درنقطةتقاطعگرافبامحور

 22)0(
3
2)0( =+=f پس:

نقطةتقاطعگرافبامحورYعبارتاز(0,2) مىباشد.


درنتيجه: ( )0)( =xf ودرنقطةتقاطعگرافبامحورXقيمتyيا)f)xصفرمىباشد

32
3
20 �=�+= xx

مىباشد. )0,3(� پسنقطةتقاطعگرافبامحورXعبارتاز

وهم نماييم رسم را مستقيم خط مىتوانيم  )0,3(� و  )2,0( نقطه دو کردن وصل با

مىتوانيمچندنقطةديگرگرافتابعرادريابيمکهبالاىهمينخطمستقيمقراردارند.

3
0  

...26042)x(f

...66330x
�=
��=

0
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فعاليت

تابع درجه دوم )Quadratic Function( و گراف آن
t اينگرافهاازکدامنوعتابعاند؟

t  ايندوگرافباهمچهفرقدارند؟
  12x7x)x(f,1x)x(g,x3x)x(h,x)x(k 2222 ++=+=+== t درتوابع

کداميکازآنهاتابعدرجهدومنمىباشد. 12)( �= xxr و

يکتابعپولينومىدرجهيکبهنامتابعدرجهيکياتابعخطي)Liner function(ياد

مىشود.تابعپولينوميدرجهدومبهنامتابعدرجهدوميادمىگردد.

t گرافتابعدرجهدومرابهچهناميادمىکنند؟
t محورتناظرگرافتابعدرجهدومکدامخطمىباشد؟

t دهنگرافتابعدرجهدومچهوقتبهطرفبالاوچهوقتبهطرفپايينبازمىشود؟
t رأسگرافتابعدرجهدومدرکدامحالتاصغرى)Minimum(ودرکدامحالت

اعظمى)Maximum(مىباشد؟

t آياکمياتوضعيةنقطةرأستابعدرجهدومرادريافتکردهمىتوانيد؟
t درکدامحالتگرافتابعمحورهاىXوYراقطعکردهمىتواند؟

دريافت Y و X محورهاى با را دوم درجه تابع تقاطعگراف نقاط t آياکمياتوضعية
کردهمىتوانيد؟
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اعداد c و a,b شکلعمومىتابعدرجهدوممىباشدکهدرآن  cbxax)x(f 2 ++=
است. 0za حقيقىو

گراف تابع درجه دوم

 1=a که 2)( xyxf == سادهترينتابعدرجهدوم

براىxداده مىباشد.اگرچندقيمت 0== cb و

شودوقيمتهاىمربوطتابعياyبهدستآوردهشود

درشکل که طورى مىتواند. شده رسم آن گراف

مشاهدهمىشود.

)parabola(پارابولا نام به تابعدرجهدوم گراف

يادمىشود.

کهاينگرافنظربهمحورyمتناظرمىباشد.خطى

کهازرأسپارابولابگذردوبامحورyموازىباشدبه

Y تناظريادمىشودکهدراينگرافمحور ناممحور

محورتناظرپارابولامىباشد.نقطهيىکهدرآنمحورتناظرپارابولاراقطعمىکندبهنامرأس

)Vertex(پارابولايادمىشود.
اگرa > 0باشددهنپارابولابهطرفبالاورأسنقطةاصغرىپارابولامىباشد.گرافتابع

)0,( متزايداست. f �f),0( متناقصودرانتروال  درانتروال
2xy =

رارسمکنيد. 2xy �= مثال1:گراف

a < 0حل:دهنپارابولابهطرفپاييناست،زيراکه

متزايدودرانتروال  )0,(�f مىباشد.گرافدرانتروال

متناقصمىباشدورأسنقطةاعظمىپارابول ),0( f

مىباشد.
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=
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=
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فعاليت

رارسمکنيد. 42 += xy گرافتابع

رادرعينسيستمکميات 2

2
1)( xxh = و 22 x)x(f,x2)x(g == مثال2: گرافتوابع

وضعيهترسيمنماييدوگرافهاراباهممقايسهکنيد.

رارسمکنيد. 42 �= xy  مثال3:گرافتابع

چهارواحدبهطرف 2xy = کهدرحقيقتگراف
پايينانتقالمىيابد.

رارسمکنيد. 2)4( �= xy مثال4: گراف
حل: اگرچندقيمتبراىxدادهشودوقيمتهاىمربوطyآنبهدستآوردهشود.

2- 21-  1 0 =x  

882 2 0=)x(g

2- 21- 10=x 

44110=)(xf

 22)( xxg =

 2)( xxf =

 2

2
1)( xxh =

2-21-10=x

22
2
1

2
1

0=)x(h

 
5500334
3322110

���
���

y
x

0
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فعاليت

گرافتابعرسممىشود؛طورزير:

  )4,(�f مشاهدهمىشودکهگرافدرانتروال

متزايدمىباشد. ),4( f متناقصودرانتروال

بهاندازة 2xy = ازشکلمشاهدهمىشودکهگراف

4واحدطورافقىبهطرفراستانتقالکردهاست،
رأسپارابولانقطة(0, 4)ومحورتناظرگرافخطمستقيم x = 4مىباشد.

 1)3( 2 ++�= xy مثال5:گرافتابع
راترسيمکنيد.

سهواحدبهطرفچپ 2xy = گراف
ويکواحدبهطورعمودىبهطرف

بالاانتقالشدهاستونقطهرأسپارابولا

استکهبلندتريننقطةپارابولا )1,3(�
)نقطهاعظمى(مىباشد.محورتناظر

مىباشد.کهدرشکلنيز 3�=x پارابولا
مشاهدهمىشود.

رارسمکنيد.  22 x3y�x3y =�= گرافهاىتوابع

نقاط تقاطع گراف با محور هاى X و Y: براىآسانىترسيميکپارابولمىتوانيمکه

نقاطتقاطعپارابولارابامحورهاىXوYدريابيم)درصورتىکهتقاطعبامحورXداشته

x=0  cbxaxyوضع 2 ++= باشد(براىدريافتنقطةتقاطعگرافبامحورYدرمعادلة

5
3  

...44110
...26354

y
x

 

33001
15423

��
�����

y
x

x=4
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مىشود.درنتيجهy=cمىشودوبراىدريافتنقاطتقاطعبامحورXدرمعادلهy=0وضع
مىشود،پسداريمکه:

 

0cbxax

cbxax0

cbxaxy

2

2

2

=++

++=

++=



يکمعادلةدرجهدوممىباشدوچونمىدانيدکهجذرهاىاينمعادلهعبارتانداز:

 مىباشند.
 

a
acbbx

2
42 �±�

=

باشد.  0ac4b2 t� مىدانيدکهجذرهاىاينمعادلهدرصورتىاعدادحقيقىمىباشندکه

بهطورخلصدرجدولزير يا راقطعنمىکند X 0ac4b2 باشدگرافمحور <� اگر

)0( za 
 cbxaxy 2 ++= مشاهدهکنيد.گرافتابع

aرادردونقطهقطعمىکنددرصورتىکه Xگرافتابعدرجهدوممحور

0ac4b2 باشد. >�
b.باشد  0ac4b2 =� محورX رادريکنقطهقطعمىکنددرصورتىکه

c.باشد  0ac4b2 <� محورX راقطعنمىکنددرصورتىکه

دريافت کميات وضعية نقطة رأس پارابولا: توسططريقةتکميلمربعمىتوانکميات
وضعيهرأسپارابولارادريافتکرد.
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مىباشند؛چونمحور ),( kh ويا
 

)
4

4,
2

(
2

a
bac

a
b �

� پس،کمياتوضعيةرأسپارابولا

باشد 0>a استاگر
a
bx
2

�= تناظرازنقطةرأسپارابولامىگذرد،معادلةمحورتناظر

باشدرأساعظمى)Maximum(مىباشد. 0<a رأساصغرى)Minimum(واگر

رارسمکنيد. 5x4x2)x(f 2 ++= مثال6: گرافتابع

5=c و 2,4 == ab 1-نقطةتقاطعبامحورXرابهدستمىآوريم،چون
مىباشد.

 0245244ac4b 22 <�=���=�=' 

مىباشد.  0<' پسگراف،محورxراقطعنمىکند،زيرا

مىباشد. 0=x 2-نقطةتقاطعگرافرابامحورYبهدستمىآوريم،دراينحالت
نقطهتقاطع ),0( c مىگردد cy = شود 0=x درصورتىکه  cbxaxy 2 ++= درتابع

 550402)0(f 2 =+�+�= گرافبامحورyمىباشد.

نقطةتقاطعگرافبامحور )5,0( کهدراينمثال

Yمىباشد.
3– کمياتوضعيةرأسپارابولاعبارتانداز:

 

3
8
24

8
1640

24
4524

a4
bac4y

1
4
4

22
4

a2
bx

22

==
�

=
�
���

=
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=

�=
�

=
�

�=�=

(3 , 1-) کمياتوضعيةرأسپارابولامىباشدو
مىباشد. 0a > رأساصغرىاست،زيراکه

 1
4
4

2
�=

�
=�=

a
bx 4– معادلةمحورتناظر

مىباشد. 1�=x معادلةمحورتناظرگراف

غرضترسيمگرافمىتوانيمچندنقطةديگر

گرافرانيزدريابيم.
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رارسمکنيد. 1x2x3y 2 +��= مثال7: گرافتابع

1)
3
2(3 2 ++�= xxy

مربعنصفضريبxراهمجمعوهمتفريقمىنماييم.



 

3
4)

3
1x(3y

3
4)

3
1(x

3
2x31)

9
1(3)

3
1(x

3
2x3y

1)
3
1()
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معادلةمحورتناظربوده،
3
1

�=x درنتيجه

مىشود.و
3
10

3
1

�=�=+ xx زيراکه:

کمياتوضعيةرأسمىباشد؛چون )
3
4,

3
1(�

است،پسرأسپارابولانقطةاعظمىآن 0<a
مىباشد.

يادداشت:اگرتابعدرجهدومبهشکل

 khxay +�= 2)( يا 2)( hxaky �=�

معادلةمحورتناظرو hx = آوردهشود.

کمياتوضعيهرأسمىباشند. ),( kh

شکلعمومىتابعدرجهيکياتابعخطىمىباشدو  )0a(�x z ،  bax)x(f +=

شکلعمومىتابعدرجهدومبودهکهگرافتابع
 cbxaxyxfa ++==z 2)(,0 

و اصغرى رأس باشد  0>a اگر مىکنند. ياد )parabola( پارابولا نام به را دوم درجه

کمياتوضعيةرأسپارابولا
 
)

a4
bac4,

a2
b(

2�
� باشدرأساعظمىمىباشد. 0<a اگر
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تمرين

0ac4b2 باشد،پارابولا >�=' معادلةمحورتناظرپارابولامىباشد.اگر
 a

bx
2

�= و

باشد،پارابولامحورXرادريکنقطهقطعمىکندو 0=' محورXرادردونقطهواگر

باشدپارابولامحورXراقطعکردهنمىتواند. 0<' اگر

رارسمکنيد. 3
2
3)( +�= xxh 1-گراف

رادرعينسيستمکميات 12)( �= xxg و 12)( += xxg 2– گرافهاىتوابع

وضعيهرسموباهممقايسهکنيد.

 222 2)(,3)(,
2
1)( xxfxxfxxf ===  2)(, xxf = 3– گرافهاىتوابع

رادرعينسيستمکمياتوضعيةرسموباهمديگرمقايسهکنيد.


2

3
1)( xxf = و

4– معادلههاىمحورهاىتناظرگرافتوابعزيررادريابيد.
 6x2x3)x(f30x12x)x(f13x8x)x(f 222 +�=+�=++=

را  2)3()( �= xxh و  22 )2()(,)1()( �=+= xxfxxg توابع گرافهاى  – 5

چهارتباطدارند؟ 2)( xxf = رسمکنيدوبگوييدکهباگراف

عبارتانداز: 12 ��= xy 6– کمياتوضعيةرأسگرافتابع

a : )1,1(� b: )1,1( � c: )1,0( � d : )1,0(

عبارتانداز: 2)1( 2 ��= xy 7– کمياتوضعيةرأستابع

a : )1,1( b: )2,1(� c: )2,1( �� d : )2,1( � 
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t آيامعادلةمجانبعمودىتابعناطقرادريافتکردهمىتوانيد؟
t آيادرناحيةتعريفهرتابعناطق،ستتماماعدادحقيقىشاملشدهمىتوانند؟

t آيامجانبافقىيکتابعناطقرادريافتکردهمىتوانيد؟
t آياهرتابعناطقداراىمجانبعمودىمىباشد؟

تابعناطقعبارتازتابعىاستکهازخارجقسمتدوتابعپولينومىتشکيلشدهباشد.اگر

و )(xp راتابعناطقمىگويند؛درصورتىکه )(xf  ( )0)x(g z باشد،
)(
)()(
xg
xpxf =

پولينومهاباشند. )(xg
ناحيةتعريفتابعناطقستتماماعدادحقيقىمىباشد.بدونآنقيمتهاىxکهدرآن

مخرجتابعناطقمساوىبهصفرمىشود.

 3)( =xg ، 
x
1)x(f,

x
1x)x(h,

6xx
1x)x(g

3

2 =
�

=
��

�
= توابع مثال: طور

توابعناطقاند. 32)( 2 �= xxP و

توابع ناطق يا توابع نسبتى
)Rational Functions( 

فعاليت

اينشکل،مربوطبهگرافهاىکدامتابع

مىباشد؟

تعريف
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فعاليت

فعاليت

يکتابعناطقمىباشد؟چرا؟
2
1)(

+
�

=
x
xxk آيا

 دريافت ناحية تعريف  يک تابع ناطق
)Finding Domain of Rational function(

مثال1:ناحيةتعريفهريکازتوابعناطقذيلرادريابيد:


3
9)(

2

�
�

=
x
xxf و

9
3)(,

9
)( 22 +

+
=

�
=

x
xxh

x
xxg

صفرمىشود؛پسعدد)3(درناحيةتعريفتابع 3=x مخرجتابعبه )(xf حل:درتابع

  { }3x,IRx/x)x(fDom z�= شاملنيست.يا: )(xf ناطق

مخرجتابعصفرمىشود،درنتيجهاعداد3و3-در 3�=x يا 3=x به )(xg درتابع

شاملنيست. )(xg ناحيةتعريف

  { }3x,3x,IRx/x)x(gDom �zz�= 

ستتمام )(xh بههيچقيمتxصفرنمىشود؛پسناحيةتعريف )(xh چونمخرجتابع

اعدادحقيقىمىباشند.

 IR)x(hDom = يا  ),()x(hDom f�f=

ناحيةتعريفتوابعناطقذيلرادريابيد.


 

25x
5x)x(h,

25x
x)x(g,

5x
25x)x(f 22

2

+
+

=
�

=
�
�

=


مثال2:  ناحيةتعريفوناحيةقيمتهاىتوابعناطقذيلرادريابيد.
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فعاليت



 
5x
3x)x(g,

4x
3x)x(f

+
�

=
�
+

=

تماماعدادحقيقىبدونعدد4 مىباشند. )(xf حل:ناحيةتعريف
 

1y
3y4x3xy4yx

3x)4x(y
4x
3x)x(fy

}4{\IR}4{IR)x(fdom

�
+

=�+=�

+=��
�
+

==

=�=



 }1{\IR)x(fRange = IR}1{ يا �
ناحيةتعريفتابع)x(g،تماماعدادحقيقىبدون)5-(ميباشد.

 }5{IR)x(gdom ��= }5x/IRx{ يا �z�
 

3xy5xy3x)5x(y
5x
3xy)x(g �=+��=+�

+
�

==

 
}1{IR)x(gRange

1y
3y5x �=

�
��

= }1y/IRy{ يا z�


ناحيةتعريفوناحيةقيمتهاىتوابعزيررادريابيد.

 
2x3

x)x(m
x2
1x4)x(r

3
1x)x(k

x
1)x(h 3 �

=
�
�

=
+

==

)Graphing Rational function( گراف تابع ناطق

راترسيمکنيد.
x

xf 1)( = مثال3:گرافتابع
 )(xf تابع تعريف ناحية در مىشود؛پسصفر تابعصفر مخرج  0x = به چون حل: 
 }0{IRfdom �= شاملنمىباشد.
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رامطالعهمىکنيم،
x

xf 1)( = حالوضعيتتابع

نمىباشد، شامل تابع تعريف درناحية x=0 چون
xقيمتهايىداده به تابع اين براىترسيمگراف

شود نزديک صفر به طرف هردو از که مىشود

)تقربکند(.اگرxازطرفچپبهصفرنزديک

تقرب  f� قيمتتابعبه )0( �ox شود

واگرxازطرفراستبه  �fo)x(f مىکند

 f+ قيمتتابعبه  )0x( +o صفرنزديکشود

جدولزيررامشاهدهکنيد. ( )fo)(xf تقربمىکند

x:aازطرفچپبهصفرتقربمىکند.



x:bازطرفراستبهصفرتقربمىکند.




)Vertical Asymptotes( مجانب عمودى

کهصورتومخرجفکتورمشترکنداشتهباشندو
)(
)()(
xg
xpxf = هرگاهدريکتابعناطق

مىباشدکه )(xf مجانبعمودىتابع ax = باشدخط 0)a(g = a(p(0  باشد؛اگر z
موازىبامحورyاستتعدادمجانبهاىعمودىمساوىبهجذرهاىمخرجمىباشند.

،پسخطعمودى  �fo)x(f fo)x(f+ يا درنتيجه axo يابهعبارهديگر،اگر

مجانبعمودىتابعمىباشد. ax =

به xهرقدرکه تابعمىباشد. x=aمجانبعمودى پس fo�o )x(fax يااگر

راقطعکردهنمىتواند. ax = قيمتaنزديکشودگرافتابع،خطمستقيم
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شاملنمىباشد؛طورمثالدرناحيةتعريفتابع )(xf زيراکهعددaدرناحيةتعريفتابع


x

xf 1)( = يامحورYمجانبعمودىتابع 0=x صفرشاملنمىباشد؛پس
x

xf 1)( =

مىباشد.

و
 
3x

x2)x(f,
25x

x)x(g 2 �
=

�
= مثال4:مجانبهاىعمودىتوابع

رادريابيد.
 

25x
5x)x(h 2 +

+
=

حل
آنقميتxراکهمخرجتابعراصفرميکند )(xf 1-غرضيافتنمجانبعمودىتابع

شاملنمىباشد. )(xf بهدستمىآوريم؛پسعدد3درساحةتعريفتابع

  }3x,IRx/x{)x(domf z�= 

مىباشد. )(xf خطمستقيمx=3مجانبعمودىتابع
-2



 

5x05x
5x05x

)5x)(5x(
x

25x
x)x(g 2

�=�=+
=�=�

+�
=

�
=



 5�=x و 5=x صفرمىشود؛پساعداد )(xg مخرجتابع 5�=x و 5=x بهقيمت

شاملنمىباشند. )(xg درساحةتعريفتابع

  }5x,5x,IRx/x{)x(gdom z�z�= 

مىباشند. )(xg مجانبهاىعمودىتابع 5�=x و 5=x خطوط

صفرنميشود،يااينتابعمجانب
 

25x
5x)x(h 2 +

+
= 3-چونباهيچقيمتxمخرجتابع

عمودينداردياساحةتعريفاينتابعتماماعدادحقيقيميباشند.

 ) Horizontal Asymptote( مجانب افقى

استکهخارجقسمت باشند،واضح ومخرجهمدرجه ناطقصورت تابع دريک هرگاه
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مجانبافقىتابع by = يکعددثابتمىباشد.اگراينعددثابتbباشد؛پسخطافقى

بودهکهاينخط،خودمحورXوياموازىبامحورXمىباشد.درحقيقتعددbعبارت

ازنسبتضرايببلندترينتوانهاىصورتومخرجمىباشدوياصورترابالاىمخرج

تقسيممىکنيم.

مىباشد. 2=y عبارتازخط
1

2)( 2

2

�
=
x
xxf طورمثال:مجانبافقىتابع

مجانبافقىرااينطورتعريفمىنماييم.

 )(xf مجانبافقىتابع by = ،پسخط b)x(f o ودرنتيجه  �fox يا fox اگر

مجانبافقىتابعمىباشد. by = by خطمستقيم o درنتيجه fo|| x مىباشديااگر

راترسيمکنيد.
1

2)(
�

=
x
xxf مثال5:گرافتابع

حل
 )x(,0)x(f = 1 - تقاطع گراف با محور X:درنقطةتقاطعگرافبامحور)X(قيمت

0x0x2
1x

x20 =�=�
�

= مىشوددرنتيجهداريمکه:

گرافتابعمحورXرادرنقطة(0,0)قطعميکند.

نقطة )0,0( ،پسنقطة 0
1

0
10
02)0(f =

�
=

�
�

= :Y 2 – نقطة تقاطع گراف با محور

تقاطعگرافبامحورXوYمىباشدياگرافاينتابعازمبداءکمياتوضعيهمىگذرد.

مىباشداينخطراترسيم 1x01x =�=� 3-معادلةمجانبعمودىتابععبارتاز
کنيد.

مجانبافقىتابعمىباشديا 2)( == xfy پس 2
1
2
= 4-مجانبافقىگرافتابع

مجانبافقىرانيز
 

1x
22

1x
x2

�
+=

�
ترسيمکنيد.

5– کمياتوضعيةچندنقطةديگررانيز
معلوممىکنيم؛طورمثال:

303)x(f
048x

3x
4
3)x(f

�
=

�=

 

...26042)x(f

...66330x
�=
��=  

41410
21210

y
x ��

 
44110
22110

����
��

y
x 2- 21-  1 0 =x  

882 2 0=)x(g

2- 21- 10=x 

44110=)(xf

 22)( xxg =

 2)( xxf =

 2

2
1)( xxh =

2-21-10=x

22
2
1

2
1

0=)x(h

 
5500334
3322110

���
���

y
x  

...44110
...26354

y
x

 

33001
15423

��
�����

y
x

1111553)x(f
31021x

5x4x2)x(f 2

=
���=

++=

 

...
4
1

3
1

2
1123421

2
1

3
1

4
1...)x(f

...4321
2
1

3
1

4
1

2
11234...x

}0{\IR}0{IRfDom

�������

�������

=�=

 

�fo�����=

o����� �

)x(f10001001021...
x
1)x(f

0x001.001.01.05.01...x

 

...12101001000)x(f
x
1)x(f

...15.01.001.0001.0x0x
mf=

m+

 

3
8421

3
40)(

42
2
1120

�=

��

xfy

x  

0
3
123531

3
1)x(f

2543101x
���

��



135

فعاليت

بامحورهاراتعيينمىکنيم.مجانبهارارسمنموده،بعدگرافتابعرارسم نقاطتقاطع

مىکنيم،طورىکهدرشکلمشاهدهمىشود.
 

1x
x2)x(f
�

= 

راترسيمکنيد.
2

3)(
�

=
x
xxf گرافتابع

راترسيمنماييدمجانبافقىوعمودىتابعرادريابيد.
2
2)(

�
+

=
x
xxf مثال6:گرافتابع

حل:معادلههاىمجانبهاىعمودىوافقىعبارتانداز:
 2=x 1-معادلهمجانبعمودى:

 1)( == yxf 2-معادلهمجانبافقى:
Yميشود،گرافمحور 1)x(f �= 3-تقاطعبامحورY:بايدx=0شود.درنتيجه

)1,0( قطعميکند. � رادرنقطة

4-تقاطعبامحورX:بايدf)x(=0شوددرنتيجه


2x

02x
�=
=+



درنقطة(2,0-)گرافمحورXراقطعميکند.
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5-براىآسانىترسيمگراف،قيمتهاىهرشاخةتابعرادرجدولذيلمشاهدهکنيد.

.
2

41
2
2

�
+=

�
+

xx
x

اگرصورتبرمخرجتقسيمگردد

بهاندازةيکواحدبهطرفبالاوبهاندازة2واحدبه
x

xf 1)( = درحقيقتگرافتابع

y= 1)x(fمجانبافقىتابعمىباشد. = طرفراستانتقالشدهاستو

)slant or Oblique asymptote( :مجانب مايل
هرگاهدرجةصورتيکتابعناطقازدرجةمخرجبهاندازةيک،اضافهترباشدواضحاست

کهتابعمجانبافقىنداشتهودراينصورتتابعمجانبمايلدارد.

راترسيمکنيد.
1
1)(

2

�
+

=
x
xxf مثال7:گرافتابع

حل
1-براىيافتنمجانبمايل،صورترابرمخرجتقسيممىنماييمداريمکه:


1

21
1
1)(

2

�
++=

�
+

=
x

x
x
xxf



مجانبمايل

خط به گراف درنتيجه، مىشود. نزديک صفر به 
1

2
�x

شود بزرگتر چه هر  || x اگر

عبارتازمجانبمايلتابع 1+= xy نزديکمىشودکههمينخط 1)( +== xxfy

303)x(f
048x

3x
4
3)x(f

�
=

�=

 

...26042)x(f

...66330x
�=
��=  

41410
21210

y
x ��

 
44110
22110

����
��

y
x 2- 21-  1 0 =x  

882 2 0=)x(g

2- 21- 10=x 

44110=)(xf

 22)( xxg =

 2)( xxf =

 2

2
1)( xxh =

2-21-10=x

22
2
1

2
1

0=)x(h

 
5500334
3322110

���
���

y
x  

...44110
...26354

y
x

 

33001
15423

��
�����

y
x

1111553)x(f
31021x

5x4x2)x(f 2

=
���=

++=

 

...
4
1

3
1

2
1123421

2
1

3
1

4
1...)x(f

...4321
2
1

3
1

4
1

2
11234...x

}0{\IR}0{IRfDom

�������

�������

=�=

 

�fo�����=

o����� �

)x(f10001001021...
x
1)x(f

0x001.001.01.05.01...x

 

...12101001000)x(f
x
1)x(f

...15.01.001.0001.0x0x
mf=

m+

 

3
8421

3
40)(

42
2
1120

�=

��

xfy

x  

0
3
123531

3
1)x(f

2543101x
���

��

 

)1,-3(



137

مىباشد. )(xf

گرافمحورYرادر


121
10

210)0(f �=�=
�

++= :Y2 – نقطةتقاطعبامحور
قطعمىکند. )1,0( � نقطه

1x مىشود. �= 3-واضحاستکهگرافمحورXراقطعکردهنمىتواند،زيراکه
4– مجانبعمودى

 101 =�=� xx
5– واضحاستکهمجانبافقىندارد.

دست به نيز را ديگرى قيمت چند  – 6
مىآوريموگرافتابعرارسممىنماييم.

را
2
1)(

2

�
+

=
x
xxf مثال8:گرافتابع

رسمکنيد.

202 =�=� xx مىباشد،زيراکه: 2=x 1– مجانبعمودىتابع


2

52
2
12

�
++=

�
+

x
x

x
x

تقسيممىکنيمداريمکه: 2�x بر 12 +x -2

 2+= xy خط به تابع گراف و مىشود نزديک صفر به 
2x

5
�

شود بزرگ  x اگر

مجانبمايلاينتابعمىباشد. 2xy += نزديکمىشود،که

شود 0=x مىباشد،زيرااگر
2
1

� Yعبارتاز 3– تقاطعگرافبامحور

 
2
1

20
10)0(f �=

�
+

=
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1)x(f
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شود،پس: 0)( =xf 4-گرافبامحورXتقاطعندارد،زيراکهاگر


 

1x01x
2x
1x0 2

2

�=�=+�
�
+

= »کهدراعدادحقيقىتعريفنشدهاست«

بارسمکردنمجانبهاوتوسطتعييننقطةتقاطعبامحورyوچندنقطةديگرتابع،مىتوان

گرافتابعرارسمکرد.

اعدادn،mبهترتيبدرجههاىصورتومخرجباشند،پس:
)(
)()(
xg
xPxf = اگردرتابع

باشدمحورXمجانبافقىمىباشد. nm < 1– اگر
حدود نسبتضرايب از عبارت b مىباشد. افقى مجانب  by = باشد  nm = اگر  – 2

( )
n

n
n b

ay0b =z باشد  ( )
n

n
n b

ay0b =z ،
0

n
n

0
n

n

b...xb
a...xa)x(f

++
++

= اگر يا مىباشد n و m درجههاى

عبارتازمجانبافقىتابع)f)xميباشد.

باشدگرافمجانبافقىندارد. nm > 3– اگر
4– اگردرجةصورتبهاندازةيکاضافهترازدرجةمخرجباشد،گرافتابعمجانبمايل

داردکهدربىنهايتباگرافموازىمىشود.

يکتابعناطقمىتوانديکياچندمجانبعمودىراداراباشد،درحالىکهيکمجانب

افقىيامايلداشتهمىباشد.
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تمرين

رادريابيد.
4

3)( 2

2

�
=
x
xxf 1– مجانبهاىعمودىوافقىتابع

مجانبعمودىدارد؟چرا؟
1

)( 2

4

+
=
x
xxf 2– آياتابع

3– ناحيةتعريفتوابعدادهشدةذيلرادريابيدونيزمعادلههاىمجانبهاىعمودىآنها
رابنويسيد.



 

49x
7x)x(k,

49x
7x)x(h,

)4x)(5x(
x3)x(g,

4x
x5)x(f 22

2

+
+

=
�
+

=
+�

=
�

=


4– مجانبهاىعمودىتوابعذيل)اگرداشتهباشد(رادريابيد.




 
4x

x)x(k,
)4x(x

x)x(h,
)4x(x

3x)x(g,
4x

x)x(f 2 +
=

+
=

+
+

=
+

=


5– گرافتوابعناطقزيررارسمکنيد.

4
2)(

2
4)(

�
=

�
=

x
xxg

x
xxf



عبارتاستاز:
3x
1x3)x(f

�
+

= 6-مجانبافقىتابع

3y:d2y:c3y:b2y:a �=�===

تابع گراف با و کنيد رسم را   
2x

3)x(f
+

= و
 2x

1)x(f
+

= توابع گراف - 7

مقايسهکنيد.
x
1)x(f =

رادريابيد.
 

1x
x2

�
8-مجانبمايلتابع
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خلاصة فصل

�tتابعدربيندوستيکرابطةياقاعدهمىباشد،طورىکههرعنصرستاولىمحض
)Domain( تعريف ناحية نام به اولى باشد.ست ارتباطداشته بايکعنصرستدومى

وستدومىبهنام)Ragne(يادمىشودياتابعستجورههاىمرتبمىباشدکهعناصر

اولىآنتکرارنشدهباشند.

مىباشد،براىيافتنقيمتيکتابع،دريکنقطهقيمت )(xfy = �tروشارائةيکتابع
دادهشدهxرادرمعادلةتابعوضعمىنماييم،قيمتتابعدرهماننقطهبهدستمىآيد.يک

معادلهوقتىنشاندهندةيکتابعمىباشدکهبراىهرxيکyوجودداشتهباشد.

تعريف تابعدرآن اعدادىشاملمىباشندکه تابع )Domain(يک تعريف �tدرناحية
شدهباشدياقيمتتابعيکعددحقيقىباشد.گرافيکتابعدرمستويXYستنقاط

کهxدرناحيةتعريفتابعشاملباشد. })(|),({ xfyyxS == Sميباشند،طوريکه
اگرخطموازىبامحورyگرافرامحضدريکنقطهقطعکندگراف،گرافيکتابع

مىباشد.

تابععينيتو  )0a(�x)x(f z= تابعخطى  bax)x(f += تابعثابت، cxf =)( �t
تابعقيمتمطلقهمىباشدکهناحيةتعريفآناعدادحقيقىوناحيةقيمتهاى ||)( xxf =

آنصفرواعدادمثبتحقيقىمىباشند.

�tتابععلامهاينطورتعريفشدهاست




 

°
¯

°
®



<�
=
>

=o
0x:1
0x:0
0x:1

)xsgn(IRIR:f

}مىباشد. }1,0,1� ناحيةتعريفاينتابع،ستاعدادحقيقىوناحيةقيمتهاىآن

شکلعمومىتابعدرجهدومبودهکهگرافتابعدرجهدوم  cbxaxy,0a 2 ++=z �t
 0<a باشدرأساصغرىواگر 0>a رابهنامپارابولا)parabola(يادمىکنند.اگر

کمياتوضعيةرأس
 
)

a4
bac4,

a2
b(

2�
� باشدرأسپارابولانقطةاعظمىگرافمىباشد.
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0ac4b2 باشد >�=' معادلةمحورتناظرپارابولامىباشد؛اگر
a
bx
2

�= پارابولا،

باشد،پارابولامحورXرادريکنقطهقطع 0=' پارابولامحورXرادردونقطه،اگر

باشدپارابولامحورXراقطعکردهنمىتواند. 0<' مىکندواگر

شودتابعمتزايدو )()( 21 xfxf < باشدونتيجهشودکه 21 xx < ، )(xf �tاگردرتابع
 )()( xfxf =� شودتابعمتناقص.اگر )()( 21 xfxf > باشدودرنتيجه 21 xx < اگر

تاقمىباشد. )(xf شودتابع )x(f)x(f �=� جفتواگر )(xf باشدتابع

�tانتقالبه)2(نوعمىباشد)انتقالعمودىوانتقالافقى(
انتقال عمودى: هرگاهcيکعددمثبتباشد.

بهاندازةcواحدطورعمودبهطرفبالاانتقالشودگرافتابع )(xfy = اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. cxfy += )(
بهاندازةcواحدطورعمودىبهطرفپايينانتقالشود،گراف )(xfy = اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. cxfy �= )( تابع

�tانتقال افقى:هرگاهcيکعددمثبتباشد.
بهاندازةcواحدبهطرفچپانتقالدادهشود،گرافتابع )(xfy = اگرگرافتابع

بهدستمىآيد. )( cxfy +=

به تابع گراف شود، انتقال راست طرف به واحد c اندازة به  )(xfy = تابع گراف اگر

دستمىآيد. )( cxfy �=

�tعمليههاىتوابعطورزيرتعريفشدهاند:





 

( )

gdomfdom)x)(gf(dom
gdomfdom)x)(gf(dom
gdomfdom)x)(gf(dom

0)x(g
)x(g
)x(f)x)(

g
f()x(g.)x(f)x)(gf(

)x(g)x(f)x)(gf()x(g)x(f)x)(gf(

I

I

I

=�
=�
=+

z==�

�=�+=+



 { }

{ }
}gdom)x(f,fdomx/x{)x)(fog(Dom

fdom)x(g,domgx/x)x)(gof(Dom

0)x(g/xgdomfdom)x)(
g
f(dom

��=
��=

=�= I
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�tناحيةتعريفتوابعمرکب:
 { }

{ }
}gdom)x(f,fdomx/x{)x)(fog(Dom

fdom)x(g,domgx/x)x)(gof(Dom

0)x(g/xgdomfdom)x)(
g
f(dom

��=
��=

=�= I



�tمعکوستابعيکبهيکنيزيکتابعمىباشد.
�tخطموازىبامحورx)خطافقى(گرافتابعيکبهيکرادريکنقطهقطع

مىکند.

xحلمىنماييم، معادلهرابراى )(xfy = يک به يک تابع معکوس دريافت براى �t
 )(xf تابعمعکوس )(1 xfy �= بعدxرابهyوyرابهxتبديلمىکنيم.تابعبهدستآمده

مىباشد.

نظربهخطy=xمتناظريکديگر )(xf وگرافتابعمعکوس )(xf گرافتابع

مىباشند.

بهترتيبدرجههاىصورتومخرج n mو اعداد
)(
)()(
xg
xPxf = ناطق تابع در اگر �t

باشند؛پس:

باشدمحورXمجانبافقىمىباشد. nm < 1– اگر
مجانبافقىبودهوbعبارتازنسبتضرايبحدود by = باشد nm = 2– اگر


 

)0b(
b
ay n

n

n z= باشد
0

n
n

0
n

n

b...xb
a...xa)x(f

++
++

= درجههاىmوnمىباشديااگر

عبارتازمجانبافقىتابع)f)xميباشد.

باشدمجانبافقىندارد. nm > 3– اگر
4– اگردرجةصورتبهاندازةيکاضافهترازدرجةمخرجباشد،گرافمجانبمايل

دارد.

�tيکتابعناطقمىتوانديکياچندمجانبعمودىراداراباشند،درحالىکهيکمجانب
افقىيامايلداشتهمىباشد.
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تمرين فصل

1-کداميکازستهاىجورههاىمرتبزيرتابعرانشانمىدهد؟ناحيههاىتعريفو
قيمتهاىآنهاراتعيينکنيد.

 

)}6,1(),5,1(),4,1{(4
)}0,0(),1,1(),2,2(),3,3{(3

)}5,4(),4,4(),5,3(),4,3{(2
)}5,5(),4,3(),2,1{(1

�
�������

�
�



رادريابيد. )5x(g + و )1(g,)x(g �� باشد 3x2x)x(g 2 ++= 2-اگر
رادريابيد. )a3(h و )2(h,)1(h),x(h �� باشد 1xx)x(h 24 ++= 3-اگر

4-ناحيةتعريفتوابعذيلرادريابيد.



 

4

2
2

2
2

2
1

x)x(fx2)x(f

5x4x)x(f
25x

3)x(f

4x
2)x(fx16)x(f

)3x()x(fx2)x(f

==

��=
+

=

�
=�=

�==



رادريابيد. )2(f � و )3(f,)0(f باشد،
¯
®


t+
<+

=
0x:7x4
0x:3x

)x(f 5-اگر

رادريابيد. )3(g � و )0(g,)6(g � باشد،
¯
®


�<+�
�t+

=
3x:)3x(
3x:3x

)x(g 6-اگر

رادريابيد. )5(h و )3(h,)0(h باشد،
 

°̄

°
®


=�

z�
�
�

=
3x6

3x
3x
9x

)x(h

2

7-اگر

8-کداميکازمعادلههاىزيريکتابعراتعريفمىکند:

 

8yx4xyyx

16yx16yx16yx
32

222

=++==

=+=+=+



144

نهتاق تابعجفتو نه تابعتاق،کداميکجفتوکداميک 9-درتوابعزيرکداميک
مىباشد؟

6x
2)x(f.1x2x)x(f,5x2x)x(f 224

�
=�+=+�=

 2x)x(f = رارسموباگراف  1x)x(f�)1x()x(f 22 �=�= 10-گرافهاىتوابع
مقايسهکنيد.

توابعزيررادريابيدوناحيةتعريفهريکراتعيينکنيد.
 
)gf(,)gf(,)gf(�)

g
f( +�� -11 



 

5x)x(g2x11x4)x(f

9x4)x(g5x2)x(f

3x6)x(g1x4)x(f

22 +=+�=

�=+=

+=�=



باشد؛پس:  x2x4)x(f�1x8)x(g 2 �=+= 12-اگر



 

)5()gof()2()fog()4()
g
f(

)4()gf()5()gf()3()gf(

�

��++



رادريابيد.

fog-13وgofرادريابيداگر:
 

6x8)x(g2x)x(f

x)x(g
x
1)x(f

x4)x(g2x)x(f

3x4x)x(g3x5)x(f

1x3)x(g12x8)x(f

2

2

3

2

�=+=

==

=+�=

++�=+=

�=+=



بهاندازه 5)x(fy �= 14-بادرنظرداشتگرافتابع)y=f)xبگوييدکهگرافتابع
5واحد:

b-بهطرفبالاانتقالشدهاست a-بهطرفپايينانتقالشدهاست
d-بهطرفچپانتقالشدهاست c-بهطرفراستانتقالشدهاست

15-اگر)f)xطورزيرتعريفشدهباشد،گرافآنرارسموناحيههاىتعريفوقيمتهاى

,
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آنراتعيينکنيد.

°
¯

°
®



�<+
<<�

>+�

=
1x2x

1x1x

1x2x

)x(f 2





راتعيينکنيد.
 1x

x2)x(f
+

= 16-ساحةتعريفوساحةقيمتهاىتابع

راتعيينکنيد. 1x2)x(f �= 17-ساحةتعريفوساحةقيمتهايتابع

18-ساحههايتعريفتوابعناطقزيررادريابيدواگرمجانبعموديداشتهباشند،معادله

هايمجانبهايعموديرانيزبهدستآوريد.
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19-گرافهايتوابع

رادرعينسيستم  2x)x(f,1x)x(f,1x)x(f�2x)x(f 2222 +=+=�=�=

مقايسهکنيد. 2x)x(f = کمياتوضعيهرسموآنراباگرافتابع

20-کمياتوضعيةرأسهاومعادلههاىتناظرتوابعدرجهدومزيررادريابيد:

 4)3x(y)2x(y 22 �+=�= 
رارسمکنيد.

2
xy �= 21-گرافتابع

رادريابيد.
2x
5x)x(f

2

+
�

= 22-مجانبعموديومايلتابع

عبارتاستاز:
4x
1x)x(h

�
+

= 23-معادلةمجانبافقي

4y)d
4
1y)c1y)b1y)a =�==�=
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رارسمکنيد.
¯
®


t�
<+

=
2x:x
2x:1x3

)x(f 24-گرافتابع

رارسموناحيةقيمتهاياينتابعرامشخصکنيد. 5x)x(g �= 25-گرافتابع

26-درناحيةقيمتهايتابععلامهکداماعدادشاملميباشند؟

x))x(f(f 1 =� 27-معکوسهريکازتوابعزيررادريابيدونيزنشاندهيدکه

ميباشد.

 

1x)x(f
5

6x4)x(f

6x)x(f1x8)x(fx
8
1)x(f

3

2
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+

=

+=�== 
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معکوسپذيرميباشد)معکوسآننيزيکتابعمىباشد( 2x)x(g = 28-آياتابع

باشدتابعfباgچىرابطهدارد؟  )x)(gof()x)(fog( = 29-اگر

بامحورهايXوYرا x
2
33)x(g �= 30-کمياتوضعيةنقاطتقاطعگرافتابع

دريابيد.

رارسمکنيد. 3)x(f �= 31-گرافتابع

رادريابيد. 5x4x2)x(f 2 ++= 32-کمياتوضعيةنقطهرأسگرافتابع

 2x
2
1)x(f = 33-درعينسيستمکمياتوضعيةگرافهاىتوابع

 2x)x(f = تابع گراف با و رسم را 
 222 x3)x(f,x2)x(f�x

3
1)x(f ===

مقايسهکنيد.

عبارتاستاز:
 

x
1x)x(f

2 �
= 34-مجانبمايلتابع

 

1xy:c
1xy:b

xy:a

+=
�=

=





فصل چهارم
توابع مثلثاتى
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از هندسه مى دانیم، زاویه شکلى است که از اتحاد دو نیم خط که مبدأ مشترک داشته باشند 

  °1 تشکیل شده باشد که مبدأی مشترک عبارت از رأس زاویه مى باشد. در هندسه زاویه از 

360° مى باشد؛ لیکن در مثلثات علاوه بر زوایای مثبت یا منفى  به هر اندازه زاویه را  الى

مى توانیم داشته باشیم.

در مثلثات زاویه  از دوران یک خط طوری که یک انجام آن ثابت باشد حاصل مى شود که 

بعد از دوران خط اولى، موقعیت ضلع دومى را اختیار مى کند.)یک ضلع آن در نقطة رأس 

دوران مى کند(

ساعت        عقربة  حرکت  مخالف  و  منفى   )clockwise(ساعت عقربه  حرکت  مطابق  دوران 

)counter clockwise(  مثبت فرض شده است.

 )terminal side( و ضلع دوم را ضلع نهایى )initial side( ضلع اول را  ضلع ابتدایى

مى گویند؛ طوری که در شکل نشان داده شده است:

زاویة منفى

زاویة منفى

زاویة مثبت

زاویة مثبت

ى
وم

 د
لع

ض

ضلع اولى

)Angle and Radian(زاویه و رادیان
زاویه و واحدهای اندازه گيری

 یک زاویه

فرق  هم  با  هندسه  و  مثلثات  در  زاویه  آیا 
دارد؟

 آیا در هندسه زوایای منفى وجود دارد؟

O
O

O

A A

B

B
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فعاليت

T  به   را خلاف جهت حرکت عقربة ساعت دوران دهیم زاویة 
 o

OA اگر در شکل نیم خط 

o360 )یک دور مکمل( دوران دهیم و دوران  را به اندازة  
 o

OAدست مى آید. اگر نیم خط

 به موقعیت OB برسد در این 
 o

OAرا ادامه دهیم تا نیم خط

مى باشد،  o360+T شده تشکیل  زاویة  اندازة  صورت، 

اندازه زاویة  B برسیم  اگر بعد از دو دور کامل به نقطة 

o720+T و به همین ترتیب اگر نیم خط  پیموده شده   

 را K دوران دهیم و به نقطة B برسیم اندازة زاویه
 o

OA

o360K مى شود؛ طوری که مشاهده مى شود در  �+T

o360  نیز وجود دارد. مثلثات زاویه های بزرگتر از 

�o720 را رسم کنید. و  ooooo 60�60�360�360�720 �� مثال1: زوایای

o180  را رسم کنید. ooo  و 45,90,180�  زوایای

واحدهای اندازه گيری زاویه: زاویه را توسط درجه، گراد و رادیان اندازه مى کنند.
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فعاليت

حصة یک 
 

90
1  حصة یک دوران )Rotation( عبارت از درجه مى باشد یا 

360
1 درجه: 

زاویة قایمه عبارت از درجه است.

 

 

1)
3600

1(1)
60
1(,1)

60
1(

036060601061061

oo

oo

cc=cc=cc=

cc=�=cc=cc=

                                                 
درجه،  به  را    o)3625,48( و بنویسید  درجه  اعشاری  شکل  به  را    725135o ccc مثال2: 

دقیقه و ثانیه )DMS( تبدیل کنید.
حل

 

 

 

"45'2148)"6075,0()'21(48

)'75,21(48)603625,0(483625,0483625,48

2575,350075,025,035)
3600

27()
60
15(35725135

oo

ooooo

oooooooo

=�++=

+=c�+=+=

=++=++=ccc

 DMS را به درجه، دقیقه و ثانیه  o967663,55 را به درجه تبدیل کنید و  "12'4736o

Degree, Minute, Second تبدیل کنید.

از   حصة یک دوران عبارت 
400
1

اندازه گیری زاویه مى باشد که   نیز واحد  گراد  گراد: 

حصة دقیقه گراد عبارت از 
100

1
حصة یک گراد عبارت از دقیقه گراد و

100
1

گراد مى باشد.

ثانیه گراد مى باشد.

g''10000g1,g''100g̀1,g'100g1 ===

تبدیل درجه به گراد و گراد به درجه: مى توانیم که درجه را به گراد و گراد را به 

g400 مى باشد.( o360  و یا   درجه تبدیل نماییم. )یک دوران 

را به گراد و 100g  را به درجه تبدیل کنید.   o45 مثال3:

g400 مى باشد. o360  یا  حل: چون یک دور مکمل 

,                   ,

 ,
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همچنین:

 

 

ooo

oo0

oo

90)
10
9(100g100g50g)

9
10(4545

)
10
9()

400
360(g1g

9
10g

360
4001

360g400g400360

====
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==

                           
ویا:
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100180d
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180
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200
g

180
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=
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=

==

                                                                             

رادیان )Radian(: علاوه از درجه و گراد واحد دیگر اندازه گیری زاویه عبارت از رادیان 

مرکزی  زاویة  اندازة  از  عبارت  رادیان  مى باشد. 

به  مساوی  آن  مقابل  قوس  طول  که  مى باشد 

طول شعاع دایره باشد. رادیان در ریاضیات عالى 

موارد استعمال زیاد دارد، در شکل زاویة مرکزی 

که شعاع دایره r و طول قوسAB مساوي 
 �

ACB

 1  radian عبارت از 
 �

ACBاست. اندازه r به

 R1radian1ACB ==
� مى باشد.

T به حسب رادیان مساوی است به: اگر قوس AB  مساوی به شعاع دایره )r( باشد

 

r
s

r
AB

==T

�
�

=T و یا rs
 

شعاع  که   )Unite Circle( واحد  دایرة  یا  مثلثاتى  دایرة  در 

آن واحد طول و مرکز آن در مبدأی کمیات وضعیه واقع باشد، 

اندازة زاویة مرکزی بر حسب رادیان مساوی به طول قوس مقابل 

مى باشد.

 Q
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فعاليت

 
radianSAB

1
AB

r
AB

====T
�

��

                                                                         

radian  بدین معنى که یک دور 
r
r PP 22
= r2C  است، پس  S= چون محیط دایره 

R2S مى باشد. o360  و یا   مکمل 

 
 

           

 

Radian01745,0
180
14159,3

180360
21

)3,57("45'1757)29578,57(
14159,3
180180

2
3601

3602

oo
o
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ooo

R

oR

||
S

=
S

=

|||=
S

=
S

=

=S

   m30 radian  را معلوم کنید؛ اگر قطر دایره 
3
P

مثال4: طول قوس مقابل زاویة مرکزی
باشد.

 مى باشد.    
 
m15

2
m30

2
dr === حل: چون 

 
m7.15m5)

3
(15rs |S=
S

=T�=
                                                                           

 طول قوس مقابل یک زاویة مرکزی 1Rad چند سانتى متر مى باشد، اگر شعاع دایره 10cm باشد؟

تبدیل درجه و گراد به رادیان و تبدیل رادیان به درجه و گراد

Ro مي باشد. 2g400360 S== چون

  مى باشد.
S

==
R

200
g

180
d   و یا  

S
==

° 2
R

400
g

360
d

ویا 
 

RRo

Ro

)
180

()
360
2(1

2360
S

=
S

=

S=
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oR 3602 =S به همین ترتیب چون: 
 

g66198,63
1415,3

g200g2001

)180()
2
360(1

R

ooR

|=
S

=

S
=

S
=

                                                           
40°  را به رادیان تبدیل کنید.  g400,g100   و ��   o400� ,  oo 75,220 مثال5: زوایای

  است؛ پس:
 Ro )

180
(1 S

= چون 

 

radian
9

2
180

40radain
9

20
180

400

,radain
9

11
180

220radain
12
5

180
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S
=

°
S

�°
S

�=
S

��

S
=

S
�

S
=

S
�°

                 
g400  مى باشد؛ پس: R2S  و یا  چون یک دور  مکمل 

 

RR

RR

)
2

()
200

100(g100

)
200

()
400
2(g1

S
�=

S
��=�

S
=

S
=

                                                                          

واحد کم کنیم، عدد حاصل برابر اندازة   30 سؤال: اگر از اندازة زاویه یى بر حسب گراد 
زاویه بر حسب درجه خواهد بود. اندازة این زاویه برحسب رادیان چقدر است؟

حل

                 

 

°=�=
�

�=�

S
=�

S
==�

270D30
9

D9D1030DD
9

10

Radian
2

3RR
180
270D30D

9
10

               

 رادیان مى باشد.
 

2
3S زاویة مطلوب

S6  رادیان را به درجه تبدیل کنید. :a  و 
6

5,
5

,
9

4 SSS مثال6: 

حصه یک دوران )Revolution( چند رادیان مى شود؟
 4
1

 -b
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حل
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=
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اشکال زیر را مشاهده کنید.
 

Radian
2

2
4
12

2
1

vRe
4
1vRe

2
1

R S
=S�S=S�

                  

 

Radians
2

32
4
3,Radians2

volutionRe
4
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فعاليت

وضاحت  غرض 
بین  ارتباط  بیشتر 
رادیان  و  درجه 
نیز  را  زیر  شکل 

مشاهده کنید.

  رادیان را به درجه تبدیل کنید.
4

5S
�    و  

12
,

4
3 SS زوایای 

مثال7:

 را درشکل نشان دهید.
6
P

�  و  
 

3
2,

6
11 SS )a( زاویه های

بر   2Q 1Q و زوایای مقدار  اگر  داده شده اند؛  نشان  و کوچک  بزرگ  در شکل چرخ   )b(

2r  دریابید. 1r  و   ، 1Q 2Q  را از جنس  حسب رادیان باشد مقدار زاویة 

                                      )a( :حل
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  با هم منطبق اند.
6
P

�   و 
 

6
11S از شکل مشاهده مى شود که اضلاع دوم زوایای 

 )b( :حل

 

2

11
21122 r

rrr T
=T�T=T

ثانیه   40 ساعت  ثانیه گرد  درصورتى که  دریابید،  رادیان  به  را  مثبت  زاویة  مقدار  مثال8: 
دوران کرده باشد.

است و  
vRe

3
2

60
40

= S2 رادیان مى شود، پس حل: چون 60 ثانیه یک دور مکمل یا

 
Radian

3
42

3
2 R S

=S� RadianP2 مى باشد، پس  چون یک دوران  

hr30min5,5   استفاده  �=T و نیز برای یافتن زاویه در بین دو عقربة ساعت از فورمول
کرده مى توانیم؛ طور مثال: در ساعت 3 و40 دقیقه، زاویه بین عقربة ساعت گرد و دقیقه گرد 

چند درجه است؟
 o130330405,5 =���=T

                                                                                      

cm25   باشد، زاویة مرکزی  cm50   و شعاع دایره  1- اگر قوس مقابل یک زاویة مرکزی 

چند رادیان مى شود؟

را به درجه، دقیقه و ثانیه تبدیل کنید.  o4222,32   -2

حصة یک دوران چند رادیان، چند درجه و چند گراد مى شود؟
 8
1

 -3

تمرين
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�° چند رادیان مى شود؟ 5,7 رادیان چند گراد و
 

4
5S  -4

o45   را به رادیان و گراد تبدیل کنید.  و 
ooo 225,315,720 � -5

 حصة یک دایره )یک دوران( چند رادیان و چند 
5
4

 و
 
18
1 ،

 
24
1 ،

9
1

6- معلوم کنید که 

درجه مى شود؟

  رادیان را به درجه تبدیل کنید.
12
5S

�  و
5

2S  ، 
10
S

�  ، 
6
S

�  ، 
6
S  ،

 
4

9S  ، 
3

11S   -7

cm6  باشد، در 40 ثانیه، ثانیه گرد چند سانتى متر فاصله  8- اگر طول ثانیه گرد یک ساعت 

را طى مى کند؟

 رادیان باشد طول قوس مقابل این زاویة مرکزی 
3
5

cm3  و زاویة مرکزی 9- اگر شعاع دایره 

چند سانتى است؟

10- اگر گردش ثانیه گرد یک ساعت 35 ثانیه باشد، ثانیه گرد چند رادیان زاویة مثبت را 

طى مى کند؟

اندازة  برابر  درجه  برحسب  آن ها  از  یکى  اندازة  اگر  است.   °152 زاویه دو  مجموع   -11

دیگری برحسب گراد باشد، اندازة هر زاویه را برحسب رادیان دریابید.

1620° چند رادیان مى شود؟    -12

 RRRR 10)d9)c8)b4)a SSSS                                          

13- چهار دوران چند رادیان مى شود؟
RRRR 8)d6)c4)b2)a SSSS                               

radian45  چند  m10   باشد طول قوس مقابل زاویة مرکزی 14- اگر شعاع یک دایره 

متر مى شود؟
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حالت معياری یک زاویه و 
زوایای کوترمينل

مى توانید بگویید که: آیا اضلاع دوم زوایای

o420  با هم منطبق اند؟ چرا؟ و  o60

)Standard position of an angle( حالت معياری یک زاویه

اگر رأس زاویه در مبدأی کمیات وضعیه و ضلع اولى آن بالای جهت مثبت محور X واقع 

باشد، این زاویه درحالت معیاری مى باشد.

2T در حالت معیاری نشان داده شده اند. 1T و  طورمثال: در شکل های زیر، زوایای

�° را در حالت معیاری رسم کنید.  300 280° و  ، °115 مثال1: زوایای

O
OO

o

oo
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فعاليت

در حالت معیاری اگر ضلع دوم یک زاویه بالای محور X  و یا محور Y منطبق شود، این زاویه را 

   oooo 90,180,270,360 به نام زاویة ربعى )Quadrantale angle( مى نامند، مثل زوایای 
و غیره.

�o210  رادر حالت معیاری رسم کنید. ooo  و 130,50,500 زوایای

)Conterminal angles(زوایای کوترمينل

دو یا چند زاویه یى که اضلاع دومى شان در حالت معیاری با هم منطبق باشند به نام زوایای 

کوترمینل یاد مى شوند.

o830   که  o110 و و همچنین زوایای o420 o60  و مثال2: در شکل نشان دهید که زوایای

در حالت معیاری واقع اند با هم زوایای کوترمینل مى باشند.

حل: چون در حالت معیاری اضلاع اولى این زوایا با هم منطبق مى باشند و طوری که در 

o420  نیز  و  o60 شکل مشاهده مى شود اضلاع دومى )Conterminal sides( زوایای

با هم منطبق مى باشند، پس نظر به تعریف، این دو زاویه با هم کوترمینل مى باشند.

o830 نیز زوایای کوترمینل مى باشند. o110 و  همچنین زوایای

o60  دریابید و در شکل نیز نشان  مثال3: در حالت معیاری سه زاویة کوترمینل را با زاویة
دهید.

 ooooooo 780360260,30036060,42036060 =�+�=�=+ حل: 

O O

 o o
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فعاليت

�o130 باهم کوترمنیل اند؟ رسم کنید. o230  و o590  و نیز زاویة o230  و آیا زاوایای

  o360n � RP2  و یا چند دور  )360( یا  o چون زوایای کوترمینل به اندازة یک دور مکمل

Tعبارت اند از: با هم فرق دارند، پس زوایای کوترمینل با زاویة 

 
 

 

o360nn2

360323

360222

3602

o

o

o

�+TS+T

����������
�+TS�+T

�+TS�+T

+TS+T

                                                                        
مثال4

o30  در یابید.  )a( چهار زاویة کوترمینل را با زاویه
90°  دو زاویة کوترمینل را دریابید و درشکل نیز نشان دهید. )b(: با زاویة

)a(حل
  ooo 39036030 =+ یا  

 
Radian

6
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6
S

=S+
S

                                                    

              °=°�+° 750360230 یا 
 

Radian
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6

S
=S�+
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 °=°�+° 1110360330 یا  
 

Radian
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6

S
=S�+

S
                                        

    °=°�+° 1470360430 یا 
 

Radian
6

4924
6

S
=S�+

S
                                         

)b(حل
 °=°�+°°=°+° 81036029045036090                                                 

O O

-

O

,

,
,
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تمرين

با هم    o410 60°  و oooooo  و 50,41080,80040,680� آیا زوایای مثال5: 

کوترمینل اند یا خیر؟

   °+°=° 36050410 حل: چون 

زوایای     پس   ،   oo0 360280800 �+= و اند  کوترمینل  هم  با    o410 و   o50 زوایای پس 

ooo    زوایای  360240680 ��=� o800 نیز با هم کوترمینل مى باشند. همچنین و  o80
�o680  نیز با هم کوترمینل مى باشند. o40   و  

60°  باهم کوترمینل نمى باشند. 410° و °z°+°  مى باشد، پس زوایای  36060410 اما: 

اگر رأس زاویه در مبدأی کمیات وضعیه و ضلع اولى آن بالای جهت مثبت محور X واقع 

باشد زاویه درحالت معیاری مى باشد. اگر در حالت معیاری اضلاع دومى دو، یا چند زاویه با 

هم منطبق باشند به نام زوایای کوترمینل یاد مى شوند.

o240  را در حالت معیاری رسم کنید. ooo   و 90,120,270� 1- زوایای 

2- کوچکترین زاویة مثبتى را دریابید که با زوایای زیر کوترمینل باشد.
 ooooooo 135906053945012540 ��  

( با هم کوترمینل مى باشند؟ o395 ،  o35 o280 ( و ) ،  o80� 3- آیا زوایای )

o40   دریابید. 4- شش زاویة کوترمینل را با زاویة 

)900,180( با هم کوترمینل اند؟ در شکل نیز نشان  °° )150,930( و °°� 5- آیا زوایای 
دهید.
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    توابع مثلثاتی
)Trigonometric Fuctions( 

آیا گفته مى توانید که نسبت های مثلثاتى زاویة
T ارتباط دارد یا خیر؟ T به طول اضلاع

T)( در  زاویة حادة )Trigonometric ratios( یک  مثلثاتى  نسبت های  مى دانیم که 
یک مثلث قایم الزاویه قرار زیر تعریف شده اند:

x
r

BC
ACsec

x
y

BC
ABtan

r
y

AC
ABsin

==T

==T

==T

                     

 

y
r

AB
ACcsc,

y
x

AB
BCcot,

r
x

AC
BCcos,

==T

==T

==T

                                                   

T
=T

tan
1cot   و 

T
=T

T
=T

sin
1csc,

cos
1sec در نتیجه، مشاهده مى شود که 

مى باشند.

 T مثال1: اگر در حالت معیاری ضلع دوم زاویة
)15,8(  بگذرد، نسبت های مثلثاتى زاویة از نقطة

T را دریابید.
 222 yxr += چون نظر به قضیه فیثاغورث 

مى باشد.
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y
rcsc,

8
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x
rsec

15
8

y
xcot,

8
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x
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8

r
xcos,

17
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r
ysin

17289r

28922564)15(8r 222

==T==T

==T==T

==T==T

==

=+=+=

                                                                         

بعضی از رابطه های اساسی بين نسبت های مثلثاتی زوایا

نظر به قضیة فیثاغورث در شکل داریم که:

I...................rxy 222 =+
2r  تقسیم مى نماییم: هر دو طرف را به 

1cossin

1)
r
x()

r
y(

r
r

r
x

r
y

22

22

2

2

2

2

2

2

=T+T

=+

=+

2y  تقسیم نماییم داریم که: اگر اطراف معادلة )I( را به 

T=T+

=+�=+

22

22
2

2

2

2

2

2

csccot1

)
y
r()

y
x(1

y
r

y
x

y
y

 

2x تقسیم نماییم: اگر اطراف معادلة )I( را بر

T=T+

=+�=+

22

22
2

2

2

2

2

2

sectan1

)
x
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x
y(

x
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x
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از طرف دیگر:
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P(x,y)

x

r
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T===
T
T cot

y
x

r
y
r
x

sin
cos

 

 

T===
T
T tan

x
y

r
x
r
y

cos
sin

                                                                                            
از این جا نتیجه مى شود که:

T
T

=TT=T+=T�T=T+T
cos
sintan,sectan1,1cscsin,1cossin 2222

T
T

=TT=T+=T�T=T�T
sin
coscot,csccot1,1seccos,1cottan 22

مى باشند.
چون این روابط برای هر قیمتT  درست اند از این سبب به نام مطابقت های مثلثاتى نیز یاد 

مى شوند

T را در  )5,12(  بگذرد نسبت های مثلثاتى زاویة T از نقطة اگر در حالت معیاری ضلع دوم
یابید. 

T ارتباط دارد و به موقعیت نقطةP که بالای  قیمت هاي فوق توابع مثلثاتى محض به مقدار
تشابه  اساس  به  شکل  در  را  حقیقت  این  مى توانیم  ما  ندارد  ارتباط  دارد  قرار   T دوم ضلع 

  '

22POH و   
 ''

OPH�POH 11
مثلث های

مشاهده کنیم.

 
 
 

                                                                       

 

|OP|
|HP|

|OP|
|HP|

|OP|
|PH|sin

|OP|
|OH|

|OP|
|OH|

|OP|
|OH|cos

1|OP|

2

22

1

11

2

2

1

1

===T

===T
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T برحسب رادیان باشد. اگر زاویة

  Tcsc TTTTT و  sin,cos,tan,cot,sec T مى باشد.  متحول مستقل عبارت از 

متحول های مقید )مربوط( اند، بدین معنى که

و  TTTTT sin,cos,tan,cot,sec

csc توابع مثلثاتى اند که مقدار آن ها به طول 
Q ارتباط ندارند، بلکه مربوط  اضلاع زاویة  

Q  مى باشد؛ چون دایرة مثلثاتى  به مقدار زاویة

)Trigonometric Circle( دایره یى است 

که طول شعاع آن واحد طول باشد. در دایرة 

مثلثاتى که مرکز آن در مبدأی مختصات و 

YY'    قطر های افقى و عمودی دایره  مى باشند. XX  و c محور های 

oxxc  را محور کوساین ها مي نامند. محور oyyc  را محور ساین ها و محور بنابر قرارداد محور

 B نقطة  تانجانت و محورq'Bqکه در  A بر دایره مماس است محور  نقطة  TAT' که در 

نامیده مى شود. مبدأی محور ساین ها و کوساین ها   بر دایره مماس است محور کوتانجانت 

مرکز دایره و مبدأی محور تانجانت نقطة A و مبدأی محور کوتانجانت نقطة B است.

T بنامیم توابع   را
 �

MOA اگر از نقطة A در جهت مثبت تا نقطة M حرکت کنیم و زاویة

T به صورت زیر نیز تعریف مى شود. مثلثاتى زاویة
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بدین لحاظ نسبت های مثلثاتى را خطوط مثلثاتى نیز مى گویند.

T و یا انتهای قوس در ربع دوم، سوم یا چهارم باشد  به همین ترتیب اگر ضلع دوم زاویة

 )1OBOAOMr( ====

q

x

 'Y
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مى توان نسبت های مثلثاتى را به دست آورد. علامه های نسبت های مثلثاتى در هر چهار ربع 
)quadrants( قرار زیر مى باشد.
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0cos
0sin
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0cot
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>T

Q در ربع دوم واقع و  مثال2: اگر در حالت معیاری قرار شکل زیر، ضلع دوم زاویة

Q را دریابید.  باشد نسبت های مثلثاتى متباقى
5
3cos �

=Q

 است، 
5
3cos �

=Q حل: در اول کمیات وضعیة نقطة p را معلوم مى کنیم. چون

پس  مى باشد،  منفى   x قیمت  دوم  ربع  در 
قضیة  به  نظر  است.   5=r و  3�=x

فیثاغورث داریم که: 
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 TT cos,sec  TT csc,sin TT cot,tan
+ I
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+

+
+

ربع
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تمرين

) زیرا که  نقطة p  در ربع دوم واقع است، y<0 مى باشد( 

 
 

  

 

4
3

y
xcot

3
5

x
rsec

4
5

y
rcsc

3
4

x
ytan

5
3

r
xcos

5
4

r
ysin

�
==T

�
==T==T

�
==T

�
==T==T

                                
                

چون محور X را محور cos و محور Y را محور 

sine مى گویند، ما مى توانیم در دایرة مثلثاتى 
 )sin,(cosP TT کمیات وضعیة نقطة p را به 

y,x(P(  نشان دهیم. و یا 

Q ارتباط  Q محض به مقدار توابع مثلثاتى زاویة

Q متحول مستقل و نسبت های مثلثاتى دارد، که

Q متحولین مقید )مربوط( اند.
در ربع اول تمام نسبت های مثلثاتى مثبت، در ربع 

  TT sec,cos TT مثبت و در ربع چهارم  cot,tan Tcsc مثبت، در ربع سوم  Tsin و  دوم 

مثبت و نسبت های دیگر مثلثاتى آن منفى مى باشند.

1- علامه های نسبت های مثلثاتى زوایای زیر را شفاهى بگویید:

 

°° 315csc181csc271sin91csc271cot

200sec330cos60tan170tan120sin
ooo

ooooo

زیر  داده شدة  نقاط  از   T باشد و ضلع دوم رادیان  به حسب  معیاری  T در حالت  اگر   -2

Qtan را دریابید. Qcos و ، Tsin بگذرد 

 
)

2
2,

2
2()

2
2,

2
2()

2
2,

2
2()

2
2,

2
2( ����

   ،                                      ، 
           

                             ،                                     ، 

O
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 نسبت های مثلثاتی بعضی زوایای 
خاص

   oo 60cos30sin = آیا مى توانید بگویید که 

مى باشد؟

قایم آن را  قایم الزاویة متساوی الساقین دو ضلع  در یک مثلث   :  o45 مثلثاتی نسبت های 

یک، یک واحد در نظر مى گیریم.
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ضلع مقابل

وتر
ضلع مجاور

وتر
ضلع مقابل

ضلع مجاور

ضلع مجاور

ضلع مقابل

وتر

ضلع مجاور

      وتر

ضلع مقابل
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فعاليت

فعاليت

یک مثلث قایم الزاویة متساوی الساقین را در نظر بگیرید که هر ضلع قایم آن b واحد باشد. 

را به دست آرید.  o45 نسبت های مثلثاتى زاویة

 A را که هر ضلع آن 2 واحد باشد در نظر مى گیریم، از رأس  
CBA

'
مثلث متساوی الاضلاع 

o30   است.  نصف شده که نصف آن مساوی
�

A ارتفاع AH را رسم مى نماییم، چون
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یک مثلث متساوی الاضلاع را در نظر بگیرید که هر ضلع آن a واحد باشد. نسبت های مثلثاتى 

  را دریابید.
6

30o S
= زاویه

h



171

همچنین نظر به شکل 
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ooo  مى شود. 906030 =+ مشاهده مى شود؛ چون

 
 

°=°==

===

60tan30cot60sec30csc60csc30sec

60cot30tan60sin30cos60cos30sin
oooo

oooooo

         

Tباشد زاویة دیگر    o90  باشد، اگر یک زاویة یا به صورت عموم هرگاه مجموعة دو زاویه

)90(  مى شود. o T�
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فعاليت

تمرين

°�T=T  مى باشد. tan)90cot(  به همین ترتیب نشان دهیدکه:  

طوری که در مثلثات صنف نهم خوانده اید، جدول نسبت های مثلثاتى زوایا نیز به همین اساس 
ترتیب گردیده است.

o51  را دریابید. o39  داده شده است، نسبت های مثلثاتى مثال: نسبت های مثلثاتى زاویة
 

                       
°+°=°   مى شود؛ بنابرآن: 905139 حل: چون 

 

287,139sec51csc589,139csc51sec

8098,039tan51cot235,139cot51tan

6293,039sin51cos7771,039cos51sin

ooo

ooo0

ooo

====

====

====

                        

1 - اگر:

 420,317csc046,117sec9563,017cos2927,017sin oooo ====

o73 را دریابید. باشند، نسبت های مثلثاتى زاویة  271,317cot�3057,017tan oo ==

2 -کدام یک از مساوات زیر درست نیست؟

  
°=°°=°

°=°°=°
20cot70tan88sec12sec

''40'4977sin''20'1012cos62cos28sin
 

 

589.139csc,235.139cot,7771.039cos

287.139sec,8098.039tan,6293.039sin

===

===
ooo

ooo
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فعاليت

   نسبت های مثلثاتی زوایای 
o360 oooo   و  0,90,180,270

o270tan  تعریف شده اند؟ o90tan   و آیا 

 
2

90o S
= نسبت های مثلثاتی زاویة

o90   واقع است، بنابرآن: P)1,0( روی دایرة مثلثاتى بالای ضلع دوم زاویة چون نقطة
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تعریف نشده اند؟ چرا؟ °0csc o0cot و آیا مى توانید بگویید که

�p)0,1( روی دایرة مثلثاتى بالای ضلع  o180 : چون نقطة  نسبت های مثلثاتی زاویة
180°   قرار دارد. دوم زاویه 

0y  مى باشد. = 11  و  =�= rx پس 
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)تعریف نشده است(

)تعریف نشده است(

)تعریف نشده است(



174

فعاليت

180csc°  را دریابید. 180sec° و

: o270
2

3
=

P نسبت های مثلثاتی  
ضلع  بالای  مثلثاتى  دایرة  روی   )1,0(P � نقطة چون 

o270 واقع مى باشد. دوم زاویة
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o0 با هم مساوی مى باشند.  o360 و باید به یاد داشته باشید که نسبت های مثلثاتى زوایای
بگوییدکه چرا؟

)تعریف نشده است(

)تعریف نشده است(
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فعاليت

: S=° 2360 نسبت های مثلثاتی
o360  قرار دارد، پس: P)0,1( بالای ضلع دوم زاویة چون نقطة 

 1r0y1x ===                                                                                
  

             
0

1
0

r
y360sin2sin 0 ====S

       
1

1
1

r
x360cos2cos o ====S

              

 
 
0

1
0

x
y360tan2tan o ====S                                                                              

 
0
1

y
x360cot2cot o ===S                                                    )تعریف نه شده است( 

 
 
1

1
1

x
r360sec2sec o ====S ، 

0
1

y
r360csc2csc o ===S   )تعریف نشده( 

    

                                                                         

را دریابید. o0 تمام نسبت های مثلثاتى

o360 را زوایای محوری مى گویند که دو،  دو نسبت های مثلثاتى  oooo  و 0,90,180,270 زوایای
هر زاویه تعریف نشده اند.
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تمرين

1- جدول زیر را پر کنید.

 

 
 
 

      
 ?270tan =°      -2

 )d0)c1)b1)a �            تعریف نشده است

  ?90cos =°   -3

  )d0)c1)b1)a �        تعریف نشده است 

است؟ چرا؟
 2

9cos
2

3cos S
=

S
4- آیا   

 S2 
2

3S S 
2
S o0 T

 Tsin
 Tcos
 Ttan
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ارتباط بين نسبت های مثلثاتی یک 
زاویه حاده با زوایای دیگر

چون در صنف نهم خوانده اید که جدول مثلثاتى 

محض نسبت های مثلثاتي یک زاویه مثبت حاده 

را نشان مى دهد برای این که نسبت های مثلثاتى 

زوایای منفى و منفرجه را نیز از جدول به دست 

آورده بتوانیم باید رابطه های نسبت های مثلثاتى 

یک زاویة مثبت حاده با نسبت های مثلثاتى این 

زوایا را به دست آوریم.

:
�

T�  و 
�

Q رابطه بين نسبت های مثلثاتی زوایای

را در دایره  T� T هم جهت حرکت عقربة ساعت زاویه Tمثبت و به اندازة زاویه زاویة حاده

مثلثاتى به حالت معیاری رسم مى کنیم.

�T واقع اند. ),( بالای ضلع دوم زاویة 111 yxP Tو نقطة بالای ضلع دوم زاویة ),( yxP نقطة

 باهم مساوی اند. 
 '

1OMP  و
 '

OMP چون دو مثلث

 

T�=
T�
T

=
T�
T�

=T�

T�=
T
T�

=
T�
T�

=T�

T===T�

T�=�====T�

�===

cot
sin

cos
)sin(
)cos()cot(

tan
cos
sin

)cos(
)sin()tan(

cosx
r
x)cos(

sinyy
1
y

r
y)sin(

yy|y||y|xx

1
11

11

                                                               

 را دریابید.
 
)

6
30( o S

�=� مثال1: نسبت های مثلثاتى
حل

 

2
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2
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فعاليت

فعاليت

 

230csc)30csc(
3

230sec)30sec(

330cot)30cot(
3

130tan)30tan(

�=�=�==�

�=�=��=�=�

oooo

oooo

 
 T�=T�T=T� cec)csc(,Sec)(Sec نشان دهید که: 

   را دریابید.
2

3S
� مثال 2: نسبت های مثلثاتى زاویة  

حل
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3cos)
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3cos(

1)1(
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3sin)
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3sin(
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=
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=��=
S
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S
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  را در یابید.
2

3S
� چهار نسبت مثلثاتى متباقى زاویة 

 
 

 

T�=T�T=T�
T�=T�T�=T�
T=T�T�=T�

csc)csc(sec)sec(
cot)cot(tan)tan(

cos)cos(sin)sin(

                                                         
 

�P2  رادیان را دریابید. �o360  یا  1 - نسبت های مثلثاتى 

)60(  را دریابید. o� )30(  و  o�   رادیان و 
4
S

� �o45   یا 2 - نسبت های مثلثاتى 

  رادیان را دریابید.
 
2
S

� �90°    یا  3 - نسبت های مثلثاتى 

تمرين
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فعاليت

ارتباط بين نسبت های مثلثاتی 
دو زاویه که مجموعه و یا فرق  

o180 باشد.  شانS یا

  o150 �tآیا نسبت های مثلثاتى زوایای
o135 را دریافت کرده مى توانید؟  و

45sin°  باهم مساوی  135sin° و �tآیا
مى باشند؟ چرا؟

 °130sin �tآیا مى توانید بگویید که
50sin°  با هم چه رابطه دارند؟ و

T باشد زاویة  o180 باشد، در نظر مى گیریم. اگر یک زاویه حاده دو زاویه یى که مجموعة شانSیا

)( مى شود. این دو زاویه را در دایرة مثلثاتى به حالت معیاری رسم مى نماییم. T�S دیگر

    )( T�S y,x(M(  بالای ضلع دوم زاویة 111 Tو نقطة y,x(M( بالای ضلع دوم زاویة نقطة

)180(  قرار دارند.  T� یا 

)1r( =
 با هم مساوی اند.                                             

 '

BOM1  و
 '

OAM چون دو مثلث 
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)( را دریابید. T�S �tسه نسبت مثلثاتى متباقى زاویة
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S رادیان  یا  و   o180 مثلثاتی دو زاویه یی که فرق شان نسبت های  بين  ارتباط 
باشد. 

)( T+S T باشد زاویة دیگری اگر زاویة حاده

روی دایرة مثلثاتى بالای  )y,x(M مى باشد. نقطة 

y,x(M(  بالای ضلع  111 T و نقطة  ضلع دوم زاویة

)180( قرار دارد. Q+° یا  )( QP + دوم زاویه

'  با هم مساوی 

1OBM و
 '

OAM چون مثلث های
 xx,yy 11 �=�= اند، پس: 
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sin
cos

)180sin(
)180cos()180cot(

tan
cos
sin

)180cos(
)180sin()180tan(

cosxx)180cos(

sinyy)180sin(

1

1

o

o

o

o

o

o
o

o

o
o

o

o

o240 را دریابید. و o120 مثال1: نسبت های مثلثاتى زوایای
حل

 

2
360sin)60180sin(240sin

360tan)60tan(120tan
2
160cos)60cos(120cos

2
360sin)60180sin()60sin(120sin

o

o

o

o

�=�=+=

�=�=�S=

�=�=�S=

==�=�S=

ooo

oo

oo

oooo
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360tan)60180tan(240tan
2
160cos)60180cos(240cos

o

o

==+=

�=�=+=

ooo

ooo

o240 را دریابید. o120 و سه، سه نسبت متباقى زوایای

   رادیان را در یابید.
3

4S    و 
4

3S tan  زاویة  cos و ، sin مثال2: 
حل

 

1
4

tan
4

3tan)
4

3tan(

2
2

4
cos

4
3cos)

4
3cos(

2
2

4
sin

4
3sin)

4
3sin(

44
3

�=
S

�=
S

=
S

�S

�=
S

�=
S

=
S

�S

=
S

=
S

=
S

�S

S
=

S
�S

                                                             

 

3
3

tan)
3

tan(
3

4tan

2
1

3
cos)

3
cos(

3
4cos

2
3

3
sin)

3
sin(

3
4sin

33
4

=
S

=
S

+S=
S

�=
S

�=
S

+S=
S

�=
S

�=
S

+S=
S

S
=S�

S

Qcsc مثبت  و Qsin )180( در ربع دوم قرار دارد، در ربع دوم T�° چون ضلع دوم زاویة

زاویة  دوم  ضلع  وچون  مى باشند،  منفى   )180( T�° زاویة مثلثاتى  نسبت های  متباقى  و 

O

O
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نسبت های  متباقى  Tcot مثبت و  Ttan و )( در ربع سوم واقع است QP + یا )180( Q+

)180( منفى مى باشند. Q+ مثلثاتى زاویة
 

o225  را دریابید. 1- نسبت های مثلثاتى زاویة

o210 را دریابید. 2- نسبت های مثلثاتى زاویة

o150 را دریابید. 3- نسبت های مثلثاتى زاویة

 
?

4
3cot =
S  -4

1)d0)c1)b
2
1)a ��

                                ?)225sec( =o  -5

 

2
2)d

2
2)c

2
2)b

2
2)a ��
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فعاليت

نسبت های مثلثاتی دو زاویه یی

  
2
P o90  یا   که مجموعه شان

رادیان باشد

oo  مى باشد؟ چرا؟ 30cos60sin = �tآیا

    °60 و  °150 زوایای مثلثاتى  نسبت های  �t

باهم چه ارتباط دارند؟

T و ( مى باشد که مجموعة
2

( QP
�  عبارت از زاویة

 
'MOA

�
T و زاویة  ،

 
MOA

�
زاویة 

باهم مساوی اند.
 
'M'HO

'
 و

 '
OHM  مى شود؛ چون دو مثلث

2
S

o90  یا  �T مساوی
S
2

 
 

 

T=
T

=
T�

S
=T�

S

T=
T
T

=
T�

S

T�
S

=T�
S

T=T�
S
=

T=T�
S
=

tan
cot

1

)
2

tan(

1)
2

cot(

cot
sin
cos

)
2

cos(

)
2

sin(
)

2
tan(

sin)
2

cos(

HM'M'H

cos)
2

sin(

OH'OH

                                                           

�T=T�T=T  مى باشد. csc)90sec(,sec)90csc( نشان دهیدکه
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مثال1: اگر:

 

559,223csc086,123sec356,223cot

4245,023tan9205,023cos3907,023sin
ooo

ooo

===

===

                        
o67  را دریابید. باشند، نسبت های مثلثاتى

حل

 
 

 

086.123sec67tcsc356.223cot67tan

559.223csc67sec3907.023sin67cos

4245.023tan67cot9205.023cos67sin

====

====

====

oooo

oooo

oooo

               

اگر
 

                                               

 

040.7'108csc010.1'108sec

968.6'108cot1435.0'108tan

9899.0'108cos1421.0'108sin

oo

oo

oo

==

==

==

5081o'  را دریابید. باشد نسبت های مثلثاتى زاویة

o90   باشد:   رادیان یا
2
Sرابطه بين نسبت های مثلثاتی زاویه هایی که فرق شان

 

 

T�=
T
T�

=
T+

S

T+
S

=T+
S

T�=
T�
T

=
T+

S

T+
S

=T+
S

T�=T�=T��
S

=T+
S

T=T�=T��
S

=T+
S

tan
cos
sin

)
2

sin(

)
2

cos(
)

2
cot(

cot
sin

cos

)
2

cos(

)
2

sin(
)

2
tan(

sin)sin()](
2

cos[)
2

cos(

cos)cos()](
2

sin[)
2

sin(
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T=
T

=
T+

S
=T+

S

T�=
T�

=
T+

S
=T+

S

sec
cos

1

)
2

sin(

1)
2

csc(

csc
sin
1

)
2

cos(

1)
2

sec(

                                                      

o120 را دریابید. مثال2: نسبت های مثلثاتى زاویة
حل

 

3
230sec)3090csc(120csc

230csc)3090sec(120sec
3

130tan)3090cot(120cot

330cot)3090tan(120tan
2
130sin)3090cos(120cos

2
330cos)3090sin(120sin

oo

oo

ooo

oooo

oooo

oooo

==+=

�=�=+=

�=°�=+=

�=�=+=

�=�=+=

==+=

                                                    

 
                                                           

 o

 o

T=T�
S cos)
2

sin(

T=T�
S sin)
2

cos(

T=T�
S cot)
2

tan(

T=T�
S tan)
2

cot(

TTS csc)
2

sec( =�

T=T�
S sec)
2

csc(

T=T+
S cos)
2

sin(

T�=T+
S sin)
2

cos(

T�=T+
S cot)
2

tan(

T�=T+
S tan)
2

cot(

T�=T+
S csc)
2

sec(

T=T+
S sec)
2

csc(
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o135 را دریابید. 1- نسبت های مثلثاتى زاویة

150° را دریابید. 2- نسبت های مثلثاتى زاویة

  
?)x

2
sin( =�

S -3
 

 xsin)dxcos)cxsin)bxcos)a ��                         

 
?)

2
cot( =T+

S   -4

 T�TT�T cot)dcot)ctan)btan)a                              
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فعاليت

رابطه بين نسبت های مثلثاتی 
زاویه هایی که مجموعه یا  فرق 

S2 رادیان باشد: o360 یا  شان

    T�=T�° sin)360sin( آیا صحت رابطه

داده  نشان  را   T=T�° cos)360cos( و
مى توانید؟

  داریم که:
 '

DOP1  و
'

OPD از تساوی دو مثلث 

 

 

T�=
T
T�

=
T�
T�

=T�

T===T�

T�=�==T�

==

tan
cos
sin

)360cos(
)360sin()360tan(

cosxx)360cos(

sinyy)360sin(

|y||y|xx

o

o
o

1
o

1
o

11

                                          

   T�360 T  و  csc  زاویه های  ,cotsec  و   به همین ترتیب، رابطه بین نسبت های مثلثاتى 
T- مقایسه کنید.  T و را دریابید و با ارتباط نسبت های مثلثاتى زوایای 

  
 

6
11S o330  یا  مثال: نسبت های مثلثاتى زاویة  

رادیان را دریابید.

 o

 yyyy 11 �=�=�
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فعاليت

حل

  

 

230csc)30360csc(330csc)
6

2csc(
6

11csc

3
230sec)30360sec(330sec)

6
2sec(

6
11sec

330cot)30360cot(330cot)
6

2cot(
6

11cot

3
130tan)30360tan(330tan)

6
2tan(

6
11tan

2
330cos)30360cos(330cos)

6
2cos(

6
11cos

2
130sin)30360sin(330sin)

6
2sin(

6
11sin

oooo

oooo

oooo

oooo

oooo

o0oo

�=�=�==
S

�S=
S

==�==
S

�S=
S

�=�=�==
S

�S=
S

�=�=�==
S

�S=
S

==�==
S

�S=
S

�=�=�==
S

�S=
S

 

o315 را دریابید. نسبت های مثلثاتى زاویة  

نسبت های مثلثاتی زوایای کوترمينل
ooo  را دریافت کرده مى توانید؟ 450sin,390tan�405csc �tآیا 

790sin° باهم برابر اند؟چرا؟ 450sin°  و ،  °90sin �tآیا

Q+°360 با هم منطبق اند؛ پس: T و در حالت معیاري اضلاع دوم زوایای حادة

 
                                 

 

T=T+T=T+

T=T+T=T+

T=T+T=T+

sec)360sec(csc)360csc(

cot)360cot(tan)360tan(

cos)360cos(sin)360sin(

oo

oo

oo
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o405 را دریابید. مثال1: نسبت های مثلثاتى زاویة
حل

 

245csc)45360csc()
4

2csc(405csc

245sec)45360sec()
4

2sec(405sec

145cot)45360cot()
4

2cot(405cot

145tan)45360tan()
4

2tan(405tan

2
2

2
145cos)45360cos()

4
2cos(405cos

2
2

2
145sin)45360sin()

4
2sin(405sin

oooo
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oooo

oooo
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==+=
S

+S=

==+=
S

+S=

==+=
S

+S=

==+=
S

+S=

===+=
S

+S=

===+=
S

+S=

              

را دریابید. o1500 مثال2: نسبت های مثلثاتى زاویة

 

 

3
260csc)603604csc(1500csc

260sec)603604sec(1500sec
3

160cot)603604cot(1500cot

360tan)603604tan(1500tan
2
160cos)603604cos(1500cos

2
360sin)603604sin(1500sin

oooo

oooo

oooo

oooo

oooo

oooo

==+�=

==+�=

==+�=

==+�=

==+�=

==+�=

                                               
�° را دریابید. 930 900° و tan زوایای cos و ، sin مثال3: 
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حل
     

 

2
330cos)30180cos(150cos)930cos(

2
130sin)30180sin(150sin)930sin(

1503603930

�=�=�==�

==�==�

=�+�

ooooo

ooooo

ooo 

0180tan)1803602tan(900tan

1180cos)1803602cos(900cos

0180sin)1803602sin(900sin

180)1803602(3602900
3
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2
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2
130sin)30180sin(150sin)930sin(

1503603930
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==+�=
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�==�==�

�==�==�

==�==�

=�+�
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ooooo
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0180tan)1803602tan(900tan

1180cos)1803602cos(900cos

0180sin)1803602sin(900sin

==+�=

�==+�=

==+�=

oooo

oooo

oooo

   

 
                               

را دریابید.
3

7P
و

2
5P

� مثال4: نسبت های مثلثاتى زاویة 
حل
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 تعریف نشده
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2
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3
1

3
cot)

3
2cot()

3
7cot(0

1
0

)
2

sin(

)
2

cos(
)

2
cot()

2
5cot( =

S
=

S
+S=

S
=

�
=

S
�

S
�

=
S

�=
S

�

( را دریابید.
2

5( S
�   و  

3
7P

دو، دو نسبت مثلثاتى متباقى زاوایای 

 

 

T�=T�=T�S

T=T�=T�S

T�=T�=T�S

T�=T�=T�S

T=T�=T�S

T�=T�=T�S

csc)360csc()2csc(

sec)360sec()2sec(

cot)360cot()2cot(

tan)360tan()2tan(

cos)360cos()2cos(

sin)360sin()2sin(

o

o

o

o

o

o

 

T=T+=T+S

T=T+=T+S

T=T+=T+S

T=T+=T+S

T=T+=T+S

T=T+=T+S

csc)360csc()2csc(

sec)360sec()2sec(

cot)360cot()2cot(

tan)360tan()2tan(

cos)360cos()2cos(

sin)360sin()2sin(

o

o

o

o

o

o
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o390 را دریابید. o480 و 1- نسبت های مثلثاتى زوایای

o300 را دریابید. و o600 2- نسبت های مثلثاتى زوایای 

)201095'(  را دریابید. o و o1830 3- نسبت های مثلثاتى زاویة

  رادیان را دریابید.
6

25S 4- نسبت های مثلثاتى زاویة

  رادیان را دریابید.
3

5S 5- نسبت های مثلثاتى زاویة

  رادیان را دریابید.
4

3P    و 
6

41,
3

4 SS 6- نسبت های مثلثاتى زوایای

o420 را دریابید. oo و 300,780 � 7- نسبت های مثلثاتى زوایای 
?)3cos( =� P  -8

 2
1)d0)c1)b1)a �  

   ?)15cos( =S�  -9
)d0)c1)b1)a �                            هرسه درست نیست. 

 10?)1110sin( �=� o

  
3
3)d

2
3)c

2
1)b

2
1)a ��

                

تمرين
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  گراف توابع مثلثاتی

��tآیا مى توانید بگوییدکه دورة تناوب 
 xcos)x(f = xsin)x(f و = توابع

چقدر است؟
�tآیا مى توانید بگویید که domain توابع 

xcos)x(f کدام  = xsin)x(f و  =
اعداد اند؟

)graph of  the sine function( : xsin)x(f = رسم گراف تابع 
آن   Range و  حقیقى  اعداد  تمام  ست   xsin)x(f = تابع  )domain( تعریف  ساحة 

تعریف  زیرا طوری که مى دانید ساحة  است،    S2 تابع  این  تناوب  ] مى باشد، دورة  ]1,1�
شده  تعریف  آن  در  تابع  که  مى باشد   )Real Numbers( حقیقى  اعداد  تمام  تابع  یک 

باشد. برای هر عدد حقیقى x یک زاویة x رادیان و نقطة تقاطع ضلع دُوم زاویة x رادیان با 

دایرة مثلثاتى هر وقت تعریف شده است؛ اگر x برحسب رادیان باشد تمام اندازه های این 

inecos ست تمام اعداد  esin و xk رادیان است؛ بنابراین ساحة تعریف توابع +P2 زوایا

حقیقى مى باشد.

 Range کمیات وضعیة یک نقطه بالای دایرة مثلثاتى مى باشد، پس xcos xsin  و  چون

انتروال   یا  �)1( مى باشد  و  بین1  xyxf  در  cos)( == xyxf و sin)( == توابع 

Qcos=y مى باشد. Qsin=y و  �]1,1[ عبارت از Range توابع

1cos,sin1  مى باشد. dd� QQ نشان دهید که 

به یاد داشته باشید که تابع f  را متناوب مى گویند، در صورتى که عدد t خلاف صفر باشد به 

tx نیز در ساحة تعریف )domain( تابع f  شامل بوده  � و tx + �FDx باشد شرطى که

)()( باشد. xftxf =+ و

)()( صدق کند. عدد )t( به نام تناوب اصلى  xftxf =+ کوچکترین عدد t که در رابطه 

O
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مى باشد؛   fتابع تناوب  دورة  نیز   -t باشد   f تابع  تناوب  دورة   t اگر  مى شود؛  نامیده    f تابع 

  k مى باشدکه   xcos)K2xcos( =S+ و  xsin)K2xsin( =S+ مى دانید طوری که 

xcos توابع متناوب بوده و کوچکترین عدد مثبتى  xsin و یک عدد تام است، بنابرآن توابع 

S2  است. S2 است، لذا تناوب اصلى این دو تابع  که در رابطه های فوق صدق مى کند

رادیان را در حالت معیاری در نظر بگیرید؛ طوری که در نقطة P ضلع دوم 
�

t مطابق شکل

مى باشد.  sin t از  عبارت   p نقطة   y مختصة  پس  مى کند؛  قطع  را  مثلثاتى  دایرة   t زاویة 

tsin  تابع را در جدول و شکل زیر مشاهده کنید. tsin)t(h  تغییرات t و =

sin tگراف مربوطه

از صفر الى یک 
تزاید مى کند

)0,1( الى  از 

 )1,0(
2
S

از 0 الى 

از یک الى صفر 
تناقص مى کند

)1,0(  الى  از 

 )0,1(�
 S    الى 

2
S

از 

   
2

3S S  الى از 

S2   الى 
2

3 S از  )1,0(  الى  � از 

 )0,1(

�)0,1(  الى  از 

 )1,0( � از صفر الى 1- 
تناقص مى کند

از 1 - الى صفر 
تزاید مى کند

P حرکت نقطهt تغییر در قیمت
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tt مى باشد. sin)2sin( =± P P2 تکرار مى شود.در نتیجه به همین قسم در هر
جدول و شکل  زیر را مشاهده کنید:

مى توانیم با نشان دادن زوایای یک دور برحسب درجة تغییرات sin t را در جدول وشکل 

زیر نشان دهیم:

0
tsin)t(h

2
2

3
2

0t

=

S
S

S
S

1
0 1�

0

00.00360

50.0
2
1330

71.0
2
2315

87.0
2
3300

00.11270

87.0
2
3240

71.0
2
2225

50.0
2
1210

00.00180
2

°

°

°

°

°

°

°

°

°

��

��

��

��

��

��

��

 

00.00180

50.0
2
1150

71.0
2
2135

87.0
2
3120

00.1190

87.0
2
360

71.0
2
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فعاليت

  tsin)2tsin( =S± S2 مى باشد  tsin عبارت از با توجه به این که دورة )پریود( تناوب تابع

]و ... یکسان  ]0,2S� ،[ ]SS 6,4  ،[ ]SS 4,2 ،[ ]S2,0 tsin در انتروال های گراف تابع

مى باشد.

معلوم کنید. S� 4 �SSSS�S�S و 4,2,,0,,2,3 tsin را در  قیمت تابع

tsin قیمت 1- دارد نشان دهید. مثال1: تمام قیمت های t که در آن  

S2   بالای محور افقى  حل: چون قیمت sint  در بین  )1( و)1-( واقع مى باشد و در هر 

tsin عدد1-  تکرار مى شود، پس قیمت های بى شمار وجود دارند که در آن قیمت

مى باشد؛ طور نمونه: چند نقطه در شکل به رنگ سرخ  نشان داده شده است.

سرخ  رنگ  به  که  دارد  وجود   )1,
2

3( �
S

نقطه یک  فقط   S2 الى   0 از   tsin درگراف
1- مى باشد عبارت از  به  tsin مساوی  نشان داده شده است. تمامى قیمت هایى که در آن

O
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+S که K یک عدد تام است.
S

= K2
2

3t

]  رسم کنید. ]P2,0 1sin  را در انتروال  += xy مثال2: گراف تابع

و  [ ]P2,0 تابع این  تعریف  ناحیة  حل: 

رسم  برای  ]مى باشد.  ]2,0 تابع  Range
گراف که  است  کافى  تابع  این  گراف 

xy را رسم کرده و آن را به اندازة  sin=

یک واحد بالای محور y به سمت بالا انتقال 

دهیم. )انتقال عمودی(

0b باشد گراف های  > پریود و دامنة)Amplitude( توابع sine و cosine: اگر
)cycle( را مي سازد و پریود  S2 یک دوره  0 و btsin)t(f�btcos)t(g  در بین ==

از  است  عبارت   t3cosy = تابع پریود  مثال:  طور  به   ) 0b > مى باشد؛)  
b

2S
تابع  دو  هر 

=S  مى باشد؛ 
S

=
S 4

2
1

2
b

2
t عبارت است از 

2
1siny =   و پریود تابع

3
2

b
2 S

=
S

( مى باشد؛  0a z (  a �btcosay  عبارت از  =  btsinay = و دامنة توابع

  و دامنة آن 
24

2
b

2 S
=

S
=

S t4sin2y عبارت است از  �= طور مثال: پریود تابع 

22a  مى باشد. =�=

xy مقایسه کنید. sin= xy  را رسم و با گراف تابع  sin2= مثال3: گراف تابع 
22 مى باشد که عدد  dd� y xy  این است که  sin= حل:  فرق گراف این تابع با تابع 

P2 مى باشد. 22  است و پریود این تابع نیز  = 2 را دامنه مى گویند، زیرا که 

0
tsin)t(h

2
2

3
2

0t

=

S
S

S
S

1
0 1�

0

1sin += xy 1
2 1 0

1
S 

S 
S 

S 
2 2 

3 
2 0 x 

ttf cos)( = 1 
0 1�

 

0 1 

S
S

S
S 2

2
3

2
0t

220 0 2 
1 1 3 

2 
1 1 3 

2 
1 

� � y 

S S S S S S S S 2 3 5 2 3 6 7 3 2 2 6 0 x 

 

0tan

22/3
2

0

t

t SSSS

f+

f�
0

f+

f�
0

S
S

SS 22
3

20t
tcot f+

0 f�

f+ f+

0 f�

 
0

2
S S

2
3S

S2

°0 °90 °180 °270 360

1

f�

f+ 1�

f�

f+
1

t

t

tsec)t(F =

0 2
S S 2

3S S2

1 f�

f+

f�

f+ 1�

t

ttF csc)( =
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]0,[  ترسیم نمایید. P xy  را در انتروال  2sin3= مثال4: گراف تابع 

PP   مى باشد و دامنة آن 
=

2
2

حل: پریود این تابع 

33  است. جدول و شکل زیر را مشاهده کنید. =

حقیقى  اعداد  تمام  ست   tsin تابع تعریف  ناحیة 

و   )0.0( در  را   y محور   tsin تابع  گراف  بوده، 

�P4 وغیره  ، P3� ، P2� ، P� P4 ... و ، P3 ، P2 ،P  ، )0.0( محور x را نیز در نقاط

 متناقص 
2

3P
P   الى P متناقص از  الى

2
P

 متزاید و از 
2
P

tsin از 0 الى  قطع مى کند و تابع 

P2 متزاید مى باشد.   الى 
2

3P
و از 

)Graph of the cosine function(  tcos)t(f = گراف تابع

آن   Range و  مى باشد  حقیقى  اعداد  تمام  نیز ست  تابع  این   )domain( تعریف  ناحیة 

 TT cos,sec  TT csc,sin TT cot,tan
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0
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0
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0
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S2 مى باشد. xcos نیز  ] و دورة تناوب )پریود( تابع  ]1,1�

رادیان را در حالت معیاری )Standard Position( در نظر 
�

t مطابق شکل، یک زاویة

دایرة مثلثاتى را در نقطةp قطع کند، پس مختصة x نقطةp عبارت 
�

t بگیریدکه ضلع دوم زاویه

مشاهده  را  زیر  جدول  و  اشکال   ttf cos)( = تابع گراف  ترسیم  برای  مى باشد،  tcos از

کنید.

cos t یا مختصه x شکل مربوطه

از یک الى صفر 
تناقص مى کند

)0,1( الى  از 

 )1,0(
2
S

از 0 الى 

از صفر الى 1- 
تناقص مى کند

)1,0(  الى  از 

 )0,1(�
 S    الى 

2
S

از 

   
2

3S S  الى از 

S2   الى 
2

3 S از  )1,0(  الى  � از 

 )0,1(

�)0,1(  الى  از 

 )1,0( � از 1- الى صفر 
تزاید مى کند

از صفر الى 1 
تزاید مى کند

P حرکت نقطهt تغییر در قیمت p نقطة
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tt جدول و شکل   cos)2cos( =± P نتیجه تکرار مى شود. در   P2 به همین قسم در هر
زیر را مشاهده کنید:

ttf را نیز رسم نماییم. cos)( = مى توانیم برحسب درجة گراف، تابع

تابع    S2 مى باشد، زیرا که گراف  از  عبارت  tytf cos)( == تابع )پریود(  تناوب  دورة 

] و غیره یکسان مى باشد. ]0,2S� ]و  ]SS 6,4  ،[ ]SS 4,2  ،[ ]S2,0 tcos در انتروال 

tcos ست اعداد حقیقى بوده و Range  یا قیمت y آن در بین 1- و1  ناحیة تعریف تابع

tcos مى باشد. ، Range تابع ]1,1[� مى باشدیا انتروال 

0
tsin)t(h

2
2

3
2

0t

=

S
S

S
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1sin += xy 1
2 1 0
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فعاليت

tcos)t(g  محور y را قطع مى کند؟ = در کدام قیمت ها گراف تابع 

  باشد.
2
1

tcos  مساوی به مثال1: تمامى قیمت های t را نشان دهیدکه در آن قیمت تابع 

=y مى باشد، در شکل 
2
1tcos = حل: چون زوایای بى شماری موجود مى باشد که در آن 

چند نقطه طور نمونه به رنگ سرخ نشان داده شده است.
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و  )
2
1,

3
(S از  عبارت  و  مى شود   

2
1cos =t که  دارد  وجود  نقطه  ]دو  ]S2,0 انتروال  در 

 مى باشد عبارت اند از:
2
1tcos = مى باشند. تمامى قیمت هایى که در آن

 
)

2
1,

3
5( S

                                                                                            
 

S+
S

= k2
3

t +S  یا 
S k2
3

5 که k یک عدد تام است.                                                   

2
P

ty از0 الى cos= ست تمام اعداد حقیقى مى باشد، تابع cos sin و ناحیة تعریف توابع

P2 این   الى
2

3P
 متزاید بوده و از

2
3P

P الى P نیز متناقص بوده، اما از  الى
2
P

متناقص و از 

P2 مى باشد بدین معنى که:    ، ty cos= ty و sin= تابع نیز متزاید مى باشد، پریود توابع

)tsin)2tsin(,tcos)2tcos مى باشند. =S±=S±

tcos)t(f تابع جفت مى باشد؛ زیرا:  = ttf یک تابع تاق و sin)( = تابع

)tcos)tcos  مى باشد. =� )tsin)tsin  و  �=�
tcos  نظر به محور y متناظر مى باشد. tsin نظر به مبدأ متناظر وگراف تابع  یا گراف تابع

1- گراف توابع زیر را در انتروال های داده شده رسم کنید:

[ ] [ ]SS=SS= 3,:tcos)t(g6,2:tsin)t(f

] مى باشد؟ ]SS�= 6,2,1tsin 2- برای کدام قیمت های t در انتروال 

] مى باشد؟ ]SS�= 6,2,0tcos 3- برای کدام قیمت های t در انتروال 

رسم کنید. [ ]SS� 6,2 ttg  را در انتروال  sin
2
1)( �= 4- گراف تابع 

تمرين
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    گراف تابع تانجانت

آیا مى دانید که تابع tan  یک تابع متزاید است؟

0cos باشد مى توان گفت  zt 0zx یا  مى باشد، در صورتى که
 
tcos
tsin

x
yttan == چون

cos آن ها صفر  tan همه اعداد حقیقى مى باشد به جز زاویه هایى که که ساحة تعریف تابع 

PP صفر مى باشند. k2
2

3
+ PP و  k2

2
+  و یا

2
3P  و

2
P cos های تمام زاویه های  باشد.

جمع  با  پس  مى باشد،  مثلثاتى  دایرة  با  رادیان   
2
P زاویه دوم  ضلع  تقاطع  نقطة   )1,0( چون

�������  به دست 
2

9,
2

5,
2

,
2

3,
2

7 PPPPP   زوایای 
2
P )2(  با زاویة  P کردن یک دور

مجانب های 
2

kt S
±S= tan آن ها تعریف نشده است و خطوط مستقیم  مى آید که قیمت 

عمودی تابع tan مى باشد.

  )2( P   قرار دارد، با جمع کردن 
2

3P )1,0( بالای ضلع دوم زاویة  � به همین ترتیب، نقطة 

به دست
 
 

���
SSSS

�
S

����
2

11,
2

7,
2

3,
2

,
2

5  زوایای 
2

3P یا یک دور مکمل با زاویة 

tan  شامل نمى باشند.  مى آید که در ساحه تعریف تابع 

 و یا}
2
S tan  تمام اعداد حقیقى مى باشند بدون مضرب تاق  یا ناحیة تعریف )domain( تابع 

 و Range تابع تانجانت ست تمام اعداد حقیقى مى باشد. 
 

2
kt,IRt/t{IR S

+S=��

)ttan)ttan است.  =S± t رادیان داریم که  برای زاویة  S مى باشد  تانجانت  تابع  پریود 
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+f  به ترتیب افزایش  ttan  نیز از صفر تا    مقدار 
2
S  از صفر تا 

�

t با افزایش مقدار زاویة

S افزایش   تا
2
S  تعریف نشده است(. در ناحیة دوم نیز وقتى که زاویة t از 

2
tan S

مى یابد ) 

�f تا صفر افزایش مى یابد. ttan  از  مى یابد 

 از صفر تا
�

t  تانجانت زاویة
2

3S S تا   از 
�

t به همین ترتیب در ناحیة سوم با افزایش زاویة 

افزایش مى یابد.  تا صفر   f� از   
�

t تانجانت زاویة ناحیة چهارم  افزایش مى یابد. در   f+

جدول زیر تحولات تابع تانجانت را نشان مى دهد و تحولات این تابع در اشکال زیر نیز نشان 

داده شده است:

Qtan طور زیر مشاهده کنید: Q بر حسب درجه باشد شکل و قیمت های تابع اگر
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)0,( مى باشد، پس  S ),2( مثل تغییرات در انتروال SS چون تغییرات تابع تانجانت در فاصلة 

tan یک تابع متزاید مى باشد. S مى باشد و تابع   دورة تناوب تابع تانجانت 

   یک دوره 
2

�
2

SS
� bttan)t(f   در بین  = 0b  باشد گراف تابع  >  از طرف دیگر، اگر 

  t2tan)t(f =   مى باشد؛ طور مثال: پریود تابع 
b
S

)cycle( را مى سازد. و پریود این تابع 

 مى باشد.
2b
S

=
S

عبارت از 

1ttan باشد. �= مثال: تمام قیمت های t را دریابید که در آن 
S تکرار مى شود. پس قیمت های بى شمار t وجود  ttan  درفاصله  حل: چون قیمت های 
ttany مساوی به 1- است که در شکل زیر چند نقطة آن به طور نمونه نشان  = دارد که

داده شده است:

,1(  دارد. پس تمام قیمت های t که 
4

( �
S

� (  محض یک نقطه 
2

,
2

( SS
� چون در انتروال 

-1

O

 
2
P
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تمرين

+K( S یک عدد تام است(
S

�= K
4

t است مساوی است به:  1ttan �= در آن 

تابع tan هر وقت متزاید بوده در تمام اعداد حقیقى تعریف شده بدون زوایایى که دارای 

.  ))t(tan)t(tan( =S± S  مى باشد، زیرا که:    باشند دورة تناوب آن  
2
S

مضرب تاق 

ttany  یک تابع تاق مى باشد و در مضرب عدد  = )ttan)ttan  است، لذا  �=� چون 

 مجانب عمودی  نیز دارد.
2
S

تام تاق 
tangent  و cosine ، sine خلص مشخصات توابع

تابعسمبولRangeDomainپریود

تمام اعداد حقیقى P2تاق
�1   الى 1 از 

ست تمام اعداد 
حقیقى

ttf sin)( =esin

تمام اعداد حقیقى P2جفت
�1  الى 1 از 

ttfتمام اعداد حقیقى cos)( =inecos

تمام اعداد حقیقى تمام اعداد حقیقىPتاق
 
2
S بدون مضرب تاق

 

ttf tan)( =genttan

یا به عباره دیگر:

                                                   

 

}0xcos:IRx{D

]1,1[RRIRDD

tan

cossincossin

z�=

�====

                                                    

(  کمتر از صفر است؟
2

,
2

( SS
� ttan  درا نتروال  1 - به کدام قیمت زاویة t، قیمت تابع 

=T را رسم کنید. tan3y 2 - گراف تابع
Ttan عبارت است از: 3 - پریود تابع

 a( S2    b( S    c( S3    d( هر سه درست نیستند

Ttan  عبارت است از: o90   تحول کند. تحول  o0 الى  T  از   4 - اگر زاویة 
a( f� از  1- تا   b( f+ از صفر تا     c( f+ �f  تا  از 
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  گراف تابع کوتانجانت

�tآیا مى دانید که دورة تناوب تابع کوتانجانت 
چقدر است؟

cot(t( تعریف  باشد آیا    0sin =t اگر �t
شده است؟ یا خیر چرا؟

cot(t( تعریف نشده است که t یک  0sin باشد =t مى باشد، اگر
 t

tt
sin
cos)cot( = چون 

عدد تام است. ناحیة تعریف)domain( تابع cot تمام اعداد حقیقى است بدون مضرب تام 

  zk,kt,IRt/t{IR �S=�� P یا به عبارت دیگر 
0tsin/IRt{domcot{  وRange این تابع ست تمام اعداد حقیقى مى باشند. z�= یا

P  مجانب عمودی )Vertical asymptotes( دارد.  tcos()t(f( در مضرب عدد تام = گراف تابع 

 )cot(t   قیمت 
2
S

)kt( که k یک عدد تام است. با افزایش مقدار زاویةt از صفر تا S=

0cot°  تعریف نشده( در ناحیة دوم وقتى که  زاویة t  از  +f تا صفر کاهش مى یابد) از

این که دورة  به  با توجه  کاهش مى یابد.  f� تا  ازصفر   )cot(t افزایش مى یابد   P تا   
2
P

مثل   )cot(t تغییرات نیز  چهارم  و  سوم  ناحیه های  در  است   P به مساوی  cot تابع  تناوب 

تغییرات ناحیه های اول و دوم مى باشد. حقیقت فوق را در جدول و شکل زیر مشاهده کرده 

مى توانید.

S
S

SS 22
3

20t
tcot f+

0 f�

f+ f+

0 f�

 
AC

1
AC

OC
AC)tcot( ===
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  )Graph of the secant Function(    secant)t( گراف تابع
)tsec(  و )cos )t باهم چه رابطه دارند؟  گراف 

که  زیرا  دارد،  معکوس  رابطة    )tcos( تابع  گراف  با    )tsec()t(f = تابع  گراف 

وقتى که  بگیریم  نظر  در   
)tcos(

1)t شکل  به  را   )tsec(= اگر  مى باشد 
 

 
)cos(

1)sec(
t

t =

)1( به صفر نزدیک  )tcos( از 90°  زیاد مى شود قیمت  یا
2
P

قیمت زاویة t  از صفر به طرف

=°  شود 90t +f  زیاد مى شود. اگر tsec از1 به طرف  یا
)tcos(

1)t مى شود و قیمت های

و  شده   f�  ، )tsec( قیمت شود  زیاد  کمى    °90 از  t اگر  و  است  نشده  تعریف   tsec

270° زیاد  به  °180 از  t به همین ترتیب اگر  �1 مى شود.  به ==°  مساوی  180Pt در

�f تناقص  �1 به tsec از به طرف صفر تقارب مى کند و 1� )tcos(  از شود، پس قیمت

 t غیر معین مى شود، هم چنان وقتى که زاویه  )tsec( ==° قیمت 270
2

3Pt مى کند و در 

 f+ )tsec(  از  )1( قیمت مى گیرد و )tcos(  از صفر الى 360° افزایش کند 270° به از
تا به1 تناقص مى کند، مشاهده مى شود که: 

  
}zk,

2
)1k2(t|t{IRtsecDomain �
S

+=�=                                              

و   [ ]1,1� انتروال بدون  اعداد حقیقى  تمام  1t1|t{IR)tsec(Range{ یا  dd��= و

tsec()t(f( تمام اعداد حقیقى اند که بزرگتر یا مساوی به یک و یا  = Range تابع  یا 

)tsec(  نیز �1 باشد طوری که مشاهده مى شود دورة تناوب تابع  کوچک تر یا مساوی به

 k  مجانب های عمودی دارد که 
 

2
)1k2(t S

+= tsec()t(f( در  = P2 مى باشد و تابع 
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فعاليت

یک عدد تام است.  

 را ترسیم نمایید.
 

)tsec(
3
4)t(f = گراف تابع 

 
OM

1
OM

OB
OMtsec ===

 
0

2
S S

2
3S

S2

°0 °90 °180 °270 360

1

f�

f+ 1�

f�

f+
1

t

t

tsec)t(F =
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  )Graph of the cosecant Function(    antsecCo گراف تابع
tcsc()t(f(  چه رابطه دارد؟ = tsin()t(f(  با گراف تابع  = گراف تابع 

  0)tsin( = )tcsc(  معکوس یکدیگراند. وقتى که tsin و  مى باشد.
t

t
sin

1csc = چون 

تابع تعریف  ناحیة  نشده است.  تعریف    )tcsc( باشد

tcsc()t(f(  تمام اعداد حقیقى مى باشد بدون زوایایى  =

آن ها  sin P باشند. )زوایایى که که دارای مضرب های تام

مجانب های  دارای  قیمت ها  این  در  که  مى باشند(  صفر 

عمودی نیز مى باشند. 

tcsc()t(f( تمام اعداد حقیقى مى باشد  = Range تابع
که بزرگ تر یا مساوی به یک و کوچک تر یا مساوی به 

P2 مى باشد. �)1( باشند و پریود این تابع نیز

و  مى کند  تزاید  )1( الى صفر  از    )tsin( پس کند،  تزاید    °90 الى  °0 از  t زاویة  وقتى که 

)tcsc(1 مى شود  = =°  باشد 90t )1( تناقص مى کند. در صورتى که +f الى  )tcsc( از 

)tsin( از یک به صفر تناقص مى کند و  180°  تزاید کند، پس  90°  الى و اگر زاویه t  از

  )tcsc( )tsin(0 و قیمت  = 180t=° باشد +f  تزاید مى کند. وقتى که )tcsc( از1 الى

�)1( تناقص  )tsin( از 0 الى 270° تزاید کند 180° الى  غیر معین مى گردد. اگر زاویة t از

 tcsc =° قیمت 270t �)1(  تزاید مى کند و در قیمت الى   f� از   )tcsc( مى کند و 

�)1( مى شود. مساوی به

�1 به طرف  )tsin(  از  360° تزاید کند 270°  الى به همین ترتیب وقتى که زاویة t  از

=°  باشد  360t �f تناقص مى کند. اگر �)1( به طرف  tcsc از  صفر  نزدیک مى شود و

=t S این تابع مجانب های عمودی  kx tcsc غیر معین مى شود.)تعریف نشده است( در  قیمت

k یک عدد تام مى باشد.  دارند

در شکل دایرة مثلثاتى در نقطة C  یک مماس را رسم مى کنیم.

 داریم که:
 
ACO

'

در مثلث قایم الزاویه
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فعاليت

 
)OACt(OA

1
OA

OC
OAOACcsc)tcsc(

���

=====
                                       

csct)( را در جدول زیر خلص مى کنیم. OA  یا تحولات خط 

)2( را به خود بگیرد؛  P 360° یا  مشاهده مى شود که اگر زاویة t  قیمت هایى از صفر الى

)tcsc(1 مى شود. شکل زیر را مشاهده کنید. t )tcsc(1 و یا �d پس 

 

tth را ترسیم کنید. csc3)( �= گراف تابع 

جدول زیر را مشاهده کنید.

سمبولRangeDomainپریودتاق و جفت

تمام اعداد حقیقى P2جفت
کوچکتر یا مساوی 
�1   بزرگتر و یا  به

مساوی به یک 

تمام اعداد حقیقى 

2
P بدون مضرب تاق 

 

 tsec)t(f =

0 2
S S 2

3S S2

1 f�

f+

f�

f+ 1�

t

ttF csc)( =
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تمرين

تمام اعداد حقیقى P2تاق

کوچک تر یا مساوی 

�1  بزرگ تر و یا  به 
مساوی به یک

تمام اعداد حقیقى 
P بدون مضرب تام 

  )tcsc()t(f =

تمام اعداد حقیقى تمام اعداد حقیقىPتاق
P بدون مضرب تام 

 )tcot()t(f =

T یا زاویه t نسبت های  از توابع مثلثاتى این نتیجه به دست مى آید که با افزایش مقدار زاویة
Tcot کم مى گردد. Tcos و  Ttan  نیز زیاد مى شوند اما قیمت   Tsin و  مثلثاتى 

 

tcot()t(f( در کدام قیمت t  تعریف نشده است و چرا؟ = 1 - تابع 

Qcot عبارت است از:  P تحول کند. تحول   به
2
P

Q از 2 - وقتى که زاویة

   �fo�fo 0)b1)a         )c  هر دو غلط اند                                                  

عبارت است از: )cot(t =P باشد، قیمت
�

t 3 - اگر 

)a (1             صفر  �b                  )c                                                   تعریف نشده 

csc عبارت است از: و sec Range توابع  - 4

           }1t1|t{IR)a <<��       )b تمام اعداد حقیقى 
      }1t1|t{IR)c dd��

tcsc()t(f(   عبارت است از: = Domain)(  تابع  5 - ناحیة تعریف 

  )a  P    تمام اعداد حقیقى بدون مضرب تام
2

)b S
تمام اعداد حقیقى بدون مضرب تاق 

 )c  P2 d(                             تمام اعداد حقیقى بدون مضرب تام  هرسه درست نیست 

 »¼
º

«¬
ª S

2
,0 tcsc()t(f(  در انتروال = 6 - تابع 

     )a b(        متزاید است  c(       متناقص است                         نه متزاید است نه متناقص 
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خلاصه فصل

 مى توانیم اندازة زاویه را از یک واحد به واحد دیگری 
180200
dgR

==
P

�tتوسط رابطة  
تبدیل نماییم.

�tیک رادیان عبارت از زاویة مرکزی است که طول قوس مقابل آن مساوی به شعاع دایره باشد.
  که s  قوس مقابل زاویة مرکزی وr   شعاع 

r
s

=Q Q برحسب رادیان مساوی است به  t
دایره مى باشد.

�tاگر رأس زاویه در مبدأی کمیات وضعیه وضلع اولى آن بالای جهت مثبت محور X واقع 
باشد زاویه در حالت معیاری است.

�tاگر در حالت معیاری اضلاع دومى دو یا چند زاویه با هم منطبق باشند. این زوایا به نام 
زوایای کوترمینل یاد مى شوند.

�tدایرة مثلثاتى، دایره یى است که شعاع آن واحد طول باشد.

  
   

 

T�=T�ST�=T+ST=T+
S

T=T�ST�=T+ST�=T+
S

T�=T�ST�=T+ST�=T+
S

T�=T�ST=T+ST�=T+
S

T=T�ST�=T+ST�=T+
S

T�=T�ST�=T+ST=T+
S

T=T�ST�=T�T=T�
T�=T�ST=T�T=T�
T�=T�ST�=T�T=T�
T�=T�ST�=T�T=T�
T�=T�ST=T�T=T�
T=T�ST�=T�T=T�

csc)2csc(csc)csc(sec)
2

csc(

sec)2sec(sec)sec(csc)
2

sec(

cot)2cot(cot)cot(tan)
2

cot(

tan)2tan(tan)tan(cot)
2

tan(

cos)2cos(cos)cos(sin)
2

cos(

sin)2sin(sin)sin(cos)
2

sin(

csc)csc(csc)csc(sec)90csc(
sec)sec(sec)sec(csc)90sec(
cot)cot(cot)cot(tan)90cot(
tan)tan(tan)tan(cot)90tan(
cos)cos(cos)cos(sin)90cos(

sin)sin(sin)sin(cos)90sin(
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)k2(  که k یک عدد تام است زوایای کوترمینل مى باشند که تمام  S+T Q  و  �tزوایای 

نسبت های مثلثاتى شان باهم مساوی اند.

 [ ]1,1� Range آن ها   Qcos ست تمام اعداد حقیقى مى باشند و Qsin و domain توابع �t

است.

QQ مى باشد و گراف این تابع  sin)sin( �=� Qsin=y تابع تاق است، زیرا که  �tتابع  

Qcos=y  یک  تابع جفت است، زیرا  نظر به مبدأی کمیات وضعیه متناظر مى باشد.  تابع 

Qcos=y نظر به محور y متناظر است. QQ   و گراف  تابع  cos)cos( =� که 

P2 تعریف نشده اند.    و  
2

3P
 ، P  ، 

2
P

 ، °0 �tدو دو نسبت های زوایای 

P2  و دورة تناوب )پریود( توابع  csc عبارت از  sec و   ، cos  ، sin �tدورة تناوب توابع 

P  مى باشد. عبارت از  cot و  tan

cot هر وقت متناقص مى باشد. tan هر وقت متزاید و تابع   �tتابع

csc توابع تاق اند. cot و ، tan ، sin sec توابع جفت مى باشند و توابع cos و �tتوابع 

هر  برای  که  اند  جفت  توابع  گونه  این  باشند  متناظر   y محور به  نظر  توابع  اگرگراف  �t

x(f)x(f(  صدق کند. =� �domfx  رابطه

 ،xاگر گراف توابع نظر به مبدأی کمیات وضعیة متناظر باشند، توابع تاق اندکه برای هر�t

x(f)x(f(  صدق  کند. �=� �domfx  رابطه

 تحول توابع مثلثاتى طور خلص در جدول زیر نشان داده شده اند.
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تابع
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تمرین فصل
را به درجه، دقیقه و ثانیه تبدیل کنید.  °6033,42 1   - زاویة

3 دقیقه و 25 ثانیه باشد. ثانیه گرد چند رادیان زاویة  2 - اگر گردش ثانیه گرد یک ساعت
مثبت را طى مى کند؟

3 - در مثلث JLK قیمت های زیر را دریابید.

KcscJcscKcotJcotJsecKsec
JtanKtanKcosJcosJsinKsin

cm85s   باشد، زاویة  = cm20  و طول قوس مقابل زاویة مرکزی  4 - اگر شعاع یک دایره 
مرکزی چند رادیان است؟

radian2 را در یابید در صورتى که  radian1 و 5 - طول قوس های مقابل زوایای مرکزی 
cm10  باشد. قطر دایره

)sidealminter(  زوایای زیر در کجا واقع مى شود؟ 6 - ضلع دوم

  
 
S�°°�

S
�S�

S ,900,500,
2

11,7,
2

3
                      

7 - زوایای زیر را که به رادیان داده شده اند به درجه تبدیل کنید.
  

45
17,

6
,

2
,

3
,

4
,

15
,

8
SSSSSSS

                        

8 -در مدت54  دقیقه، ساعت گرد و دقیقه گرد یک ساعت هریک چند رادیان مى چرخند؟

cm120   باشد، وقتى که  9 - اگر قطر تایر کوچک یک تراکتور یک متر و قطر بزرگ آن 

70°  بچرخد تایر بزرگتر چند رادیان را طى مى کند؟ تایرکوچک به اندازة زاویة 

VRe300  دور مى زند. در یک ثانیه چند رادیان را مى پیماید؟ 10 - چرخى در یک ساعت

رادیان است. هر یک از 
 
20
xS

  گراد و 
9
x70 x4  درجه،  11 - زوایای یک مثلث به ترتیب 

این زوایا چند درجه مى باشد؟

 g200DC =+
��

   ، °=+
��

240DA  زوایای یک چهارضلعى مى باشند، اگر
�

D و
�

C ،
�

B ،
�

A -12

 J

8

L
15

K

17
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  باشد. اندازة زوایای این چهارضلعى را بر حسب درجه به دست آورید.
3

2DB
RP

=+
��

و

یک دوران مکمل مساوی است به :  
 

12
1

 - 13
 

 
)dg

3
100)cradian

6
)b30)a S

= o   هرسه درست اند
 

17  گراد است، مقدار این دو زاویه را دریابید. 17°  و تفاضل آن ها 14 - مجموعة دو زاویه

15 - برحسب درجه، مجموع دو زاویه x  و تفاضل آن ها بر حسب گراد، نیز  x مى باشد 

مقدار این دو زاویه را دریابید.

16 - اندازة زوایای زیر را به شکل اعشاری درجه بنویسید.
 ''45'2415''36'1547 °°                                            

)DMS(  تبدیل کنید. 17 - اندازة زوایای  زیر را به درجه، دقیقه و ثانیه 
 °° 2075.416.23                                                                                   

 را دریابید.
6

7cot P
  و  

4
3tan P

   ، )
3

sin( P
� 18 - نسبت های مثلثاتى زوایای 

1sin  مى باشد؟ =Q  ،Q ]2,2[ به کدام قیمت های PP� 19 - درانتروال

Q مجانب عمودی دارد؟ Qtan به کدام قیمت های ]2,2[ تابع PP� 20 - در انتروال

)()( کدام رابطه درست نیست؟ iiii � 21 - از

 
xtan)xtan()iii(

xcos)xcos()ii(xsin)xsin()i(
�=�

�=��=�

)b فقط ii  درست است.    )i a و ii درست است.                  
)d هر سه درست است. )i c و iii درست است.                 

)e هیچ کدام درست نیست.

 را معلوم کنید.
 

3
8tan S )13sin(  و S�  ،

 
2

47cos S
- 22
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23 - زاویه یى را دریابید که اگر از اندازة آن بر حسب گراد 23 واحد کم کنیم اندازة آن 

بر حسب درجه به دست آید.

  رادیان 
4

3S گراد، دومى   40 اولى  240 گراد است. اگر زاویة   24 - مجموع سه زاویه 

باشد، زاویة سومى چند درجه است؟

4185° را دریابید. 25 - نسبت های مثلثاتى زاویة  

)3660(   را دریابید. °� 26 - نسبت های مثلثاتى زاویة 

:  ]2,
2

3[ PP
Qcos=y در انتروال  27 - تابع  

               )a b(                     متزاید است  c(        متناقص است      هم متزاید و هم متناقص است 

Qtan=y عبارت است از: 28 - پریود تابع  
 

2
3)d

2
)c)b2)a SS

SS
              

tcos()t(f(  یک تابع : = 29 - تابع 

   a(    جفت است            b(  تاق است                 c ( نه جفت و نه تاق است                

30 - تابعى که گراف آن نظر به مبدأ متناظر باشد عبارت از تابع:

 a( جفت است             b ( تاق است                c ( نه جفت است   و نه تاق                   

Qcos=y  عبارت است از: 31  - دورة تناوب تابع 
 
SS

S
S 3)d2)c

2
3)b)a                                   

                                     
787sin°  چه رابطه دارد؟ 67sin°  با - 32

                                                  °=°°<°°>° 787sin67sin)c67sin787sin)b67sin787sin)a      
33 - کدام یک از تساوی های زیر درست است؟

 °=°°�=° 45csc135sec)b45csc135sec)a        
 °=° 45sec135sec)d                                  °�=° 45sec135sec)c

 34 - کدام یک از تساوی های زیر درست است؟

 
°�=°°=°
°�=°°=°

60cot240tan)d60cot240tan)c
60tan240tan)b60tan240tan)a

                                          

 S2
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 ?0cot =°   - 35

               0)1)1) cba �        )d                               تعریف نشده است 
?9cos =P   - 36

2
1)0)1)1) dcba �

  
 
?)

2
13sin( =
S

� - 37

              0)1)1) cba �         )d                  هر سه درست نیست 

�° را دریابید. 2430 38 - نسبت های مثلثاتى زاویه

 ?)270sin( =�° Q   - 39

QQQQ cos)cos)sin)sin) �� dcba  

                ?)
2

9sin( =�
P

 - 40

          0)1)1) cba �             )d                      تعریف نشده 

 ?)
2

9sec( =�
P

- 41

0)1)1) cba �                    )d                تعریف نشده 

   ?)15tan( =S�  - 42

0)1)1) cba �                    )d                 تعریف نشده 

=°� )1530sec( ? - 43

0)1)1) cba �                  )d                   تعریف نشده 

  ?)2430cot( =°� - 44
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0)1)1) cba �                  )d                  تعریف نشده 

?)
2

235sin( =
P

 - 45

0)1)1) cba �                )d                   تعریف نشده  

 ?)
2

407cos( =
P

 - 46

 f� )d1)c0)b1)a                                   

 =T+ )90tan( ? - 47

QQQQ tan)tan)cot)cot) dcba ��  

 ?)270tan( =+Q  - 48

QQQQ tan)tan)cot)cot) �� dcba  

  ?)1980sin( =°�  - 49

2
1)0)1)1) dcba �             

   ?)
2

3sin( =�
P

 -  50

2
1)0)1)1) dcba �  

51 - کدام یک از رابطه های زیر درست است؟

 
4

sin
4

3sin)c
4

sin
4

3sin)b
4

sin
4

3sin)a S
<

SS
>

SS
=

S



فصل پنجم
تطبيقات مثلثات



A
BO

A+B

R

S Q

T P



223

 E TOZ  را مساوى به
�

A و زاوية  ZOX را  مساوى به
�

: زاوية )( BA +Sin 1- محاسبه

جدا مى كنيم و آن ها را طورى پهلوى هم قرار مى دهيم كه دو زاوية مجاور تشكيل شوند. به 

 BA عمود B را مساوى به واحد جدا مى كنيم. از نقطة OB قطعه خط OT روى قطعه خط

را بر OZ رسم مى نماييم؛ سپس از نقطة A عمود AH را بر OX رسم مى كنيم با توجه به 

شكل داريم كه:

 

 

 

OK
1

OK
OB
OK)cos(

KB
1

KB
OB
KB)sin(

coscosOH
cos
OH

OA
OHCos

cossinHA
cos
HA

OA
AHSin

OA
1

OA
OB
OACos

AB
1

AB
OB
ABSin

===E+D

===E+D

ED=�
E

==D

Ev=�
E

==D

===E

===E

                                                         

قوانين نسبت های مثلثاتی زواياى مرکب 
فورمول های جمع و تفاضل 

نسبت های مثلثاتی مجموع دو زاويه

آيا درستى رابطه

   ED+ED=E+D SinCoscosSin)(Sin
را نشان داده مى توانيد؟

 D
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از نقطة A عمود AM را بر KB رسم مى نماييم. چهار ضلعى KHAM مستطيل است در 
نتيجه: KM=HA و MA=KH مى باشند.

A مى باشد) اضلاع اين دو زاويه يكى بر ديگر عمود مى باشند(  زاوية MBA  مساوى به زاوية
در مثلث قايم الزاويه BMA داريم كه:

 

Ev=�
E

=
E

==D=

Ev=�
E

==D=
�

sinsinKH
sin
KH

sin
MA

AB
MAsin)MBAsin(

sincosMB
sin
MB

AB
MBcos)ABMcos(

                      

MBKMKB   به عوض KB،KM وMB   قيمت هاى آن ها را عوض  += اگر در رابطه 

) داريم كه: )ED== cossinAHKM كنيم 

 ED+ED=E+D sincoscossin)sin(                                                                        

به عوض    KHOHOK �= رابطه در  اگر  ترتيب،  همين  به   : )cos( E+D محاسبة  :2
OK، KH و OH قيمت هاى آن را عوض كنيم داريم كه:

 ED�ED=E+D sinsincoscos)cos(                                                                      

)tan( BA + 3: محاسبه 

  
ED�ED
ED+ED

=
E+D
E+D

=E+D
sinsincoscos
sincoscossin

)cos(
)sin()tan(                                          

 

BA تقسيم مى نماييم. coscos صورت و مخرج را بر

                                                

 

ED�
E+D

=

ED
ED

�
ED
ED

ED
ED

+
ED
ED

=E+D
tantan1
tantan

coscos
sinsin

coscos
coscos

coscos
sincos

coscos
cossin

)tan(

                               

 را دريابيد.
 

12
5tan S 120cos° و  ، °120sin ،

 
12
7sin S

مثال: 

 �

 D

 D
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حل
 

4
26

4
2

4
6

2
2

2
1

2
2

2
3

4
sin

3
cos

4
cos

3
sin)

43
sin(

12
7sin

+
=+=�+�=

SS
+

SS
=

S
+

S
=

S

                                           

 

2
1

2
11

2
30

30sin90sin30cos90cos)3090cos(120cos
2
3

2
10

2
31120sin

30sin90cos30cos90sin)3090sin(120sin

�=���=

°°�°°=°+°=°

=�+�=°

°°+°°=°+°=°

                          

 

 

33
33

3
33

3
33

3
31

3
31

3
311

3
31

6
tan

4
tan1

6
tan

4
tan

)
64

tan(
12
5tan

�
+

=

�

+

=
�

+
=

��

+
=

S
�

S
�

S
+

S

=
S

+
S

=
S

نسبت هاى مثلثاتى تفاضل دو زاويه
 ?)60180sin(120sin =�= ooo                                                                                          

�B  عوض كنيم داريم كه: B را به  اگر در فورمول هاى جمع 

 
)sin(coscossin)sin(

)sin(cos)cos(sin)](sin[
E�D+ED=E�D

E�D+E�D=E�+D

                                                    
مى دانيم كه:

 

E�=E�
E�=E�

E=E�

tan)tan(
sin)sin(

cos)cos(
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فعاليت

 

E�D+
E�D

=E�D

E��D�
E�+D

=E�+D

ED+ED=E�D
E�D�E�D=E�+D

ED�ED=E�D

tantan1
tantan)tan(

)tan(tan1
)tan(tan)](tan[(

sinsincoscos)cos(
)sin(sin)cos(cos)](cos[

sincoscossin)sin(

                                                       

 مى باشد.
 

D�E
+E�D

=E�D
cotcot

1cotcot)cot( به همين ترتيب، نشان دهيد كه: 

150sin° را دريابيد. و 
 

 
12

cos S مثال1:  
حل

 

2
1)

2
1(

2
1)1(

2
30

30sin180cos30cos180sin)30180sin(150sin
4

26
4
2

4
6

2
1

2
2

2
3

2
2

6
sin

4
sin

6
cos

4
cos)

64
cos(

12
cos

=��=����=

°°�°°=°�°=°

+
=+=�+�=

SS
+

SS
=

S
�

S
=

S

 مى باشد.
 
T=T�

S sin)
2

cos( مثال2: توسط فورمول هاى تفاضل نشان دهيد كه
حل

 
T=T�+T�=T

S
+T

S
=T�

S sinsin1cos0sin
2

sincos
2

cos)
2

cos(
                 

  T�=T�° sin)270cos( مثال3: نشان دهيد كه: 
حل

 



227

فعاليت

                                                            
 

T�=T�+T�=T�°
T°+T°=T�°

sinsin)1(cos0)270cos(
sin270sincos270cos)270cos(

o120tan  را دريابيد. مثال4: 
حل  

 

         

 

3

1
3

301
30

60tan180tan1
60tan180tan)60180tan(120tan

�=

�=
�+

�
=

�+
�

=�=
oo

oo
ooo

159sin211cos59cos211sin  و �=°°+°° نشان دهيد كه 
1149sin211sin149cos211cos  مي باشد. =°°�°°

 
ED�ED=E�D
ED+ED=E+D

sincoscossin)sin(
sincoscossin)sin(  

ED�
E+D

=E+D
tantan1
tantan)tan(

 
ED+ED=E�D
ED�ED=E+D

sinsincoscos)cos(
sinsincoscos)cos(  

ED+
E�D

=E�D
tantan1
tantan)tan(
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1- نشان دهيد كه:   
  

T+
T�

=T�
tan1
tan1)45tan(

                                                                                            
2- نشان دهيد كه:

 
ED=E+D�E�D
ED=E�D+E+D

sinsin2)cos()cos(
cossin2)sin()sin(

                                                            
 ?97sin277sin97cos277cos =+ oooo                                                             -3

 
2
1)d0)c1)b1)a �

                        
240tan° را دريابيد. 240cos° و  ، °240sin 4- توسط فورمول هاى جمع

5- توسط فورمول هاى جمع و تفاضل نشان دهيد كه

  مى باشد.
 
ycosxcos]yxcos()yx[cos(

2
1

�=�++

210°  را توسط فورمول هاى جمع دريابيد. 6- نسبت هاى مثلثاتى زاوية 

105tan° را دريابيد. 105cos° و  ، °105sin   -7
 )4560(105 ooo +=

را دريابيد.
 
)x

4
cos( +

S
   باشد

 
S<<

S 2x
2

3
 و

 
4
3xsin �= 8- اگر 

ED�=E�D�E+D مى باشد. sinsin2)cos()cos( 9- نشان دهيد كه: 

 ?88sin2cos88cos2sin =°°+°°   -10
 
2
1)d0)c1)b1)a �

                                          
 
 

تمرين
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D�D=DD�DD=D+D=D

DD=DD+DD=D+D=D
22 sincossinsincoscos)cos(2cos

cossin2sincoscossin)sin(2sin

                
D�=D  مى باشد. 22 sin1cos چون 

 D�=D�D�=D 222 sin21sinsin12cos                                                           

D�=D  است؛ پس: 22 cos1sin و همچنين

 

D�
D

=
D�D�
D+D

=D+D=D

�D=D+�D=D��D=D

2

22222

tan1
tan2

tantan1
tantan)tan(2tan

1cos2cos1cos)cos1(cos2cos

              

Q2tan را  Q2cos و  ، Q2sin  و ضلع دوم Q در ربع دوم باشد
 
5
4sin =T مثال1: اگر 

دريابيد.

Q در ربع دوم مى باشد(. T��=T    ) ضلع دوم 2sin1cos حل:  

 

5
3

25
9

25
1625

25
161)

5
4(1cos 2 �=�=

�
�=��=��=T

                  

:A A2 از جنس نسبت هاى مثلثاتى

?
3
xsin

3
xcos

3
xcos

3
xsin =+ ?

3
xsin

3
xcos

3
xcos

3
xsin =+

 ?xsinxcos 22 =�
آيا نشان داده مى توانيد كه: 

  D�=�D=D�D=D 2222 sin211cos2sincos2cos
مى باشد؟
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25
7

25
16

25
9)

5
4()

5
3(sincos2cos

25
24)

5
3)(

5
4(2cossin22sin

2222 �=�=�
�

=T�T=T

�=�=TT=T

                              
 

7
24

25
7
25
24

2cos
2sin2tan =

�

�
=

T
T

=T

                                                                               

A2tan را دريابيد.   A در ربع اول باشد  و ضلع دوم
 
5
4cos =D  اگر  

B2sin  را دريابيد. B در ربع دوم  واقع باشد  و ضلع دوم
 

13
12sin =E  اگر 

60°  دريابيد. 120° را از جنس نسبت هاى مثلثاتى مثال2:  نسبت هاى مثلثاتى زاوية

حل
 

3
31
32

60tan1
60tan2120tan

tan1
tan22tan

2
1

4
3

4
1)

2
3()

2
1(60sin60cos120cos

sincos2cos
2
3

2
1

2
3260cos60sin2120sin

cossin22sin

22

2222

22

�=
�
�

=
°�
°

=°�
D�
D

=D

�=�=�=°�°=°

D�D=D

=��=°°=°

DD=D

                 
به همين ترتيب:

 
2

cos
2

sin2sin

T

TT
=T

فعاليت
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2
tan1

2
tan2

tan
2

sin211
2

cos2
2

sin
2

coscos

22

2

2222

T
�

T

=T
T

�=�
T

=
T

�
T

=T

Q2cos را دريابيد.  باشد، قيمت
 
4
3cos �=T °>T>°   باشد و 18090 مثال3: اگر

حل
 

22

222

222

)3(4y

4y)3(

ryx

��±=

=+�

=+

                                                                                                   

7=y                                                  ) زيرا كه قيمت y در ربع دوم مثبت مى باشد.( 

 

8
1)

4
7()

4
3(sincos2cos

4
7

r
ysin

2222 =��=T�T=T

==T

                                             

 را دريابيد.
 
2

sin T    باشد قيمت 
3
1cos �=T °>T>°   باشد و  18090 اگر 

 دريابيم:
 
2

tan T Qtan را از جنس Qcos و  ، Qsin همچنين مى توان قيمت هاى

 

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

1
2

cos
2

sin2
sin

22 T
+

T

TT

=

TT

=T

                                                            
زيرا مى دانيم كه:

 
1

2
cos

2
sin 22 =

T
+

T

                                                                                                   

   تقسيم مى  كنيم(
2

cos2 T ) صورت و مخرج را بالاى  

فعاليت

O

،
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2
tan1

2
tan2

1

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos.

2
sin2

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos.

2
sin2

sin
2

2

2

2

22

2

T
+

T

=

+
T

T

T

TT

=

T

T
+

T

T

TT

=T

 

            

 

2
tan1

2
tan2

2
tan1

2
tan1

2
tan1

2
tan2

cos
sintan,

2
tan1

2
tan1

cos

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

cos

2
sin

2
coscos

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

22

22

22

T
�

T

=

T
+

T
�

T
+

T

=
T
T

=T
T

+

T
�

=T

T

T

+
T

T

T

T
�

T

=
T

+
T

T
�

T

=T

T
�

T
=T

به دست  Q2 Q را از جنس نسبت هاى مثلثاتى زاوية همچنين مى  توانيم نسبت هاى مثلثاتى زاوية
آوريم.

       

 

2
cos1

2
cos

2
2cos1cos

2
2cos1cos

2cos1cos2

2cos1cos2

2

2

2

T+
±=

TT+
±=T

T+
=T

T+=T

T=�T

                               
يا

 

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

1
2

sin
2

cos

22

2222

T
+

T

T
�

T

=

T
�

T

=

 
2

cos
2

sin2 T
�

T  
2

sin2 T
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به همين ترتيب:
 

2
2cos1sin

2cos1sin2

2cossin21

2

2

2

T�
=T

T+�=T�

T=T�

                                                                                        
 

2
cos1

2
sin

2
2cos1sin T�

±=
TT�

±=T
                                          

در نتيجه:

             

 

T+
T�

±=
T

T+
T�

±=T
cos1
cos1

2
tan

2cos1
2cos1tan

                                      
60°  دريابيد. 30°  را از جنس مثال1: نسبت هاى مثلثاتى

حل                                 
 

3
1

2
3

2
1

60cos1
60cos130tan

2
3

2
2
3

2
2
11

2
60cos130cos

2
1

4
1

2
2
1

2
2
11

2
60cos130sin

==
°+
°�

=°

==
+

=
°+

=°

===
�

=
°�

=°

                                        

 را دريابيد.
 
2

cos T   باشد، قيمت 
3
2sin �=T °>>° و 270180 Q مثال2: اگر

حل

 

 
222

222

3)2(x

ryx

=�+

=+

                                                                                                         
 

3
5

r
xcos �
==T            

  5)2(3x 22 �=��±= )زيرا قيمت x در ربع دوم منفى مى باشد.(

يا

يا
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  °<T<° 13590  يا 
 

2
270

22
180 °

<
T

<
° °>>°  است، پس  270180 Q چون 

 منفى مى باشد.
 
2

cos T مى  باشد، بدين معنى كه علامة 
                                       

 

6

5

2

1
)

3

5
1(

2

1

2

)
3
5

(1

2
cos

2

cos1

2
cos

+�=+�=
+

�=

+
�=

Q

QQ

                                            

 مى باشد.
 
2

cos
2

sin2sin TT
=T و 

 
1

2
cos2cos 2 �

T
=T  نشان دهيد كه: 

  ،  
2

sin T Q در ربع اول باشد. قيمت هاى  باشد و ضلع دوم
 
5
4cos =T مثال3: اگر 

 را دريابيد.
 
2

tan T   و
2

cos T

حل
 

3
1

9
1

5
41

5
41

cos1
cos1

2
tan

10
3

2
1

5
9

2
5
9

2
5
41

2
cos1

2
cos

10
1

2
1

5
1

2
5
1

2
5
41

2
cos1

2
sin

5
3

25
161)

5
4(1cos1sin 22

==
+

�
=

T+
T�

=
T

=�==
+

=
T+

=
T

=�==
�

=
T�

=
T

=�=�=T�=T

                                     

فعاليت
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2

cos
3cos

sin
3sin

=
T
T

�
T
T

مثال4: نشان دهيد كه  
حل

 

TT

=
TT
TT

=
TT

T
=

TT
T�T

=
TT

TT�TT
=

T
T

�
T
T

2
cossin
cossin2

cossin
2sin

cossin
)3sin(

cossin
sin3coscos3sin

cos
3cos

sin
3sin

                 

2
sin211

2
cos2

2
sin

2
coscos

sin211cos2sincos2cos
2

cos
2

sin2sin,

,

,

cossin22sin

2222

2222

T
�=�

T
=

T
�

T
=T

T�=�T=T�T=T

TT
=TTT=T

T+
T�

±=T

T+
±=T

T�
±=T

T
�

T

=T
T�
T

=T

2cos1
2cos1tan

2
2cos1cos

2
2cos1sin

2
tan1

2
tan2

tan
tan1
tan22tan

2
2
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120° دريابيد. 240°  را از روى  نسبت هاى مثلثاتى زاوية 1- نسبت هاى مثلثاتى زاوية

Q2tan را دريابيد. Q2cos و ، Q2sin Q در ربع اول باشد  و ضلع دوم
5
3sin =Q 2 - اگر

2cosQ را دريابيد. Q در ربع دوم باشد  و ضلع دوم
5
4sin =Q 3 - اگر

 دريابيد.
6

sin P
 را از جنس

 
12

sin S
- 4

را دريابيد. 2tanQ و 2sinQ Q در ربع دوم باشد  و ضلع دوم
 

13
12sin =T 5  - اگر

30°   دريابيد. 15°  را به كمك نسبت هاى مثلثاتى زاوية 6 - نسبت هاى مثلثاتى زاوية

B2sin مساوى است  B در ربع دوم باشد، قيمت   باشد و ضلع دوم
13
12sin =E 7 - اگر 

به:
 
)d

120
169)c

169
120)b

169
120)a �=� هر سه درست نيست 

 
?

sin
3sin

cos
3cos

=
E
E

�
E
E

 - 8

1)d2)c1)b2)a ��
 
 

تمرين
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A3 از نسبت هاى مثلثاتى زاوية
 A  جنس نسبت هاى مثلثاتى زاوية

چون
 ED+ED=E+D sincoscossin)sin(                                                                     
 

D�D=D

D�D+D�D=

D�=DD�D+D�D=

DD=DD�D+DD=

DD�+D�DD=D

DD+DD=D+D=D

3

33

232

32

2

sin4sin33sin

sin2sinsin2sin2

)sin212(cossin2sin)sin1(sin2

)cossin22(sinsin2sincossin2

sin)sin21(coscossin23sin

sin2coscos2sin)2sin(3sin

                 
60sin°   به دست آوريد. 180sin° را از جنس مثال1:

حل

 

0
2
0

2
33

2
33

8
312

2
33)

2
3(4

2
3360sin460sin3180sin 33

==�=

�=��=°�°=°

             

چون:

DDD�D�D=

DD�DD=D+D=D
ED�ED=E+D

sincossin2cos)1cos2(

sin2sincos2cos)2cos(3cos
sinsincoscos)cos(

2

?45cos345cos34 =� oo

60tan45tan ?=°+°
آيا صحت رابطة

°=°�°  را  30cos330cos490cos 3

نشان داده مى توانيد؟
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D�D=D

D+D�D�D=

D�=DD�D�D�D=

DD�D�D=

cos3cos43cos

cos2cos2coscos2

)cos1(sin)cos1(cos2coscos2

cossin2coscos2

3

33

2223

23

      

90cos°  دريابيد. 270cos° را از جنس

60cos°  دريابيد. 180cos° را از جنس  مثال2:  
حل

 
1

2
3

2
1

2
3

8
14

2
13)

2
1(460cos360cos4180cos 33 �=�=��=��=°�°=°

: v3tan دريافت

 

D�
D�D

=
D�D�
D�D+D

=

D�
D�D�

D�
D�D+D

=

D�
D�
D

�

D+
D�
D

=
D�D�
D+D

=D+D=D

ED�
E+D

=E+D

2

3

22

3

2

22

2

3

2

2

tan31
tantan3

tan2tan1
tantantan2

tan1
tan2tan1

tan1
tantantan2

tan
tan1
tan21

tan
tan1
tan2

tan2tan1
tan2tan)2tan(3tan

tantan1
tantan)tan(

45tan°  دريابيد. 135tan°  را از جنس مثال3: قيمت
حل

 
 
1

2
2

131
113

45tan31
45tan45tan3135tan 2

3

�=
�

=
��
��

=
°�

°�°
=°

                                        

فعاليت
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T=T+T�T  مي شود. 3sin)60sin()60sin(sin4 oo مثال4: نشان دهيد كه 
حل

                 

 

T�TT=T�TT=

T+TT�TT=

T+TT�TT

)sincos3(sin)sin
4
1cos

4
3(sin4

)sin
2
1cos

2
3)(sin

2
1cos

2
3(sin4

)sin60coscos60)(sinsin60coscos60(sinsin4

2222

oooo

               

:  )�( +E+D نسبت هاى مثلثاتى
 

�sinsincossinsin�cos�sinsincos�coscoscos
)�sincos�cos(sinsin)�sinsin�cos(coscos

)�sin(sin)�cos(cos)]�(cos[
coscos�sin�coscossin�sinsinsin�coscossin

�)sincos�cos(sincos)�sinsin�cos(cossin
)�sin(cos)�cos(sin)]�(sin[)�sin(

DE�ED�ED�ED=
E+ED�E�ED=

+ED�+ED=+E+D
ED+DE+ED�ED=

E+ED+E�ED=
+ED++ED=+E+D=+E+D

 
 

 

�tantan1
�tantantantan�tantan1

�tantan1
�tantan�tantantantan

�tantan1
�tantantan1

�tantan1
�tantantan

)�tan(

)�tan(tan1
)�tan(tan)]�(tan[)�tan(

�E�
�D�ED�E�

E�
+E+ED�D

=

�E�
+E

D�

E�
+E

+D
=+E+D

+E�D�
+E+D

=+E+D=+E+D

                              

                          

 

T=T�T=

T�T��T=T�T�T

3sinsin4sin3

sinsin33sin]sin)sin1(3[sin
3

33222Sin
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�tantan�tantantantan1
�tantantan�tantantan

D�E�E�D�
�E�D�+E+D

=

                   
  
  
 

)604530sin(  دريابيد. °+°+° 135sin° را از جنس  مثال5:  
 حل

 
°°°+°°°+°°°�

°°°=°+°+°=°
45cos30cos60sin60co30cos45sin60sin45sin30sin

60cos45cos30sin)604530sin(135sin

  
                              

 

2
2

8
24

8
23

8
2

8
23

8
6

8
6

8
2

2
2

2
3

2
3

2
1

2
3

2
2

2
3

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

==+=++�=

��+��+������=

                               

30tan°  دريابيد. 30cos°  و   ،  °30sin 90tan°  را به ترتيب از جنس ،  °90cos ،  °90sin  -1

135tan° را دريابيد. 135cos° و   -2
 )604530(135 °+°+°=°  

?cos6cos8 3 =� QQ                                                                         -3

 T�TT 3cos2)c3cos2)b3cos)a

 دريابيد.
 ���

A,B�C را از جنس نسبت هاى مثلثاتى زواياى
 

4)CBA(Cos �+�
���

5- نشان دهيد كه:

 

x3tan)x60tan()x60tan(xtan

x3cos)x60cos()x60cos(xcos4

=+�

=+�
oo

oo

                                                         

تمرين
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تبديل مجموع و تفاضل 
نسبت هاى مثلثاتى زوايا به شکل 

حاصل ضرب

چون مى دانيم كه:
 

 
)II....(BsinAcosBcosAsin)BAsin(

)I....(BsinAcosBcosAsin)BAsin(
�=�
+=+

                                                    

)II(   باهم جمع شوند  I)( و qBA  فرض شود و رابطة  =� PBA و =+ اگر 
داريم كه:

 BcosAsin2)BAsin()BAsin( =�++                                                            

 
  

                        

 

2
qPB

qPB2

qBA
pBA

�
=

�=

�=
=+

� m

                             

 

2
qPA

qPA2

qBA
pBA

+
=

+=

=�
=+

                         

درنتيجه داريم كه:
2

qpcos
2

qpsin2qsinpsin �+
=+

                                                                    
اگر از رابطة I رابطة II تفريق شود داريم كه:

 

 

2
qpsin

2
qpcos2qsinpsin

BsinAcos2)BAsin()BAsin(

�+
=�

=��+

                                                              

60tan45tan
?
?

60sin30sin
=°+°
=°+°

oo  را دريافت  60sin30sin + آيا قيمت
كرده مى توانيد؟
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به همين ترتيب:

 
IV....BsinAsinBcosAcos)BAcos(
III....BsinAsinBcosAcos)BAcos(

+=�
�=+

                                                    
اگر رابطة III با رابطة IV جمع شود داريم كه:

 

2
qpcos

2
qpcos2qcospcos

BcosAcos2)BAcos()BAcos(

�+
=+

=�++

                                                            
اگر از رابطة III رابطة IV تفريق شود داريم كه:

 
                                                                  

 

2
qpsin

2
qpsin2qcospcos

BsinAsin2)BAcos()BAcos(
�+

�=�

�=��+

 

°+°  را دريابيد. 30cos60cos °+°  و 30sin60sin قيمت

 

 

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

�
=

�
=�=�

+
=

+
=+=+

         
   

T=
T+T
T+T 5tan

3cos7cos
3sin7sin

مثالa1: نشان دهيد كه: 

       

 

T=
TT
TT

=
T�TT+T

T�TT+T

=
T+T
T+T 5tan

2cos5cos
2cos5sin

2
37cos

2
37cos2

2
37cos

2
37sin2

3cos7cos
3sin7sin

 xcosx2sin2xsinx3sin ��=+ b: نشان دهيد

فعاليت
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حل
 
b:xcosx2sin2

2
xx3cos

2
xx3sin2xsinx3sin ��=

�+
=+

                   

  مى باشد.
qsinpsin
)pqsin(qcotpcot �

=�   و
qsinpsin
)qpsin(qcotpcot +

=+ نشان دهيد كه: 

  و 
 
)tan(

2sin2sin
2cos2cos

T�E=
E+T
E�T

مثال2: نشان دهيد كه: 

TT�=T�T  مى باشد. sin3sin22cos4cos
حل

 

TT�=
T�TT+T

�=T�T

T�E=E�T�=
E�T
E�T

�=

E�TE+T
E�TE+T�

=
E�TE+T

E�TE+T
�

=
E+T
E�T

sin3sin2
2

24sin
2

24sin22cos4cos

)tan()tan(
)cos(
)sin(

)cos()sin(2
)sin()sin(2

2
22cos

2
22sin2

2
22sin

2
22sin2

2sin2sin
2cos2cos

تبديل حاصل ضرب نسبت هاى مثلثاتى زوايا به مجموع و تفاضل

  
2

qpcos
2

qpsin2qsinpsin �+
=+ چون:                                                               

BcosAsin2)BAsin()BAsin( =�++ يا                                                           
 )BAsin()BAsin(BcosAsin2 �++=                                                                  
 

)]BAsin()BA[sin(
2
1BcosAsin �++=

                                                        
)BsinAcos2)BAsin()BAsin  مي باشد =��+ چون:

 )BAsin()BAsin(BsinAcos2 ��+= پس:                                                      

فعاليت

 
qBA

PBA

=�
=+
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)]BAsin()BA[sin(

2
1BsinAcos ��+=

                                                     
 BcosAcos2)BAcos()BAcos( =�++ چون:                                                   

)BAcos()BAcos(BcosAcos2 �++= پس:                                                     

 
)]BAcos()BA[cos(

2
1BcosAcos �++=

                                                   
 BsinAsin2)BAcos()BAcos( �=��+ چون:                                                 

)BAcos()BAcos(BsinAsin2 ��+=� پس:                                                  

 

)]BAcos()BA[cos(
2
1

)BAcos()BA[cos(
2
1BsinAsin

+��=

��+�=

مثال1: نشان دهيدكه:

 

 

2
215cos75cos:b

x5tan
x2cosx5cosx8cos
x2sinx5sinx8sin:a

�=°�°

=
++
++

                                                       
:aحل

 

x5tan
)1x3cos2(x5cos
)1x3cos2(x5sin

x5cosx3cosx5cos2
x5sinx3cosx5sin2

x5cos
2

x2x8cos
2

x2x8cos2

x5sin
2

x2x8cos
2

x2x8sin2

=
+
+

=
+
+

=

+
�+

+
�+

=

                             
 :bحل
 

2
2

2
1

2
22

30sin45sin2
2

1575sin
2

1575sin215cos75cos

�=���=

°°�=
°�°°+°

��=°�°
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مثال2: به شكل جمع يا تفاضل تبديل كنيد:

 
  

    

 

x2cos
2
1]

2
cosx2[cos

2
1)

4
xcos()

4
xcos(

]23cos99[cos
2
1)]23cos(99[cos

2
1

)]6138cos()6138[cos(
2
161cos38cos

82sin108sin)1395sin()1395sin(13sin95cos2

=
S

+=
S

�
S

+

°+°=°�+°=

°�°+°+°=°°

°�°=°�°�°+°=°°

        
مثال3:

 
)6sin62(sin

2
1)]2834sin()2834[sin(

2
128sin34cos °�°=°�°�°+°=°°

 

)6sin14(sin
2
1)]410sin()410[sin(

2
14cos10sin

2
31

2
3

2
1

30cos60cos)1545cos()1545cos(15cos45cos2

T+T=T�T+T+T=TT

+
=+=

°+°=°�°+°+°=°°

 
 
ycosxcos)]yxcos()yx[cos(

2
1

=�++ مثال4: نشان دهيد كه:  
مى باشد.

حل

 

 

ycosxcos)ycosxcos2(
2
1

)]ycosxcosycosx[(cos
2
1)]ysinxsinycosx(cos

)ysinxsinycosx[(cos
2
1)]yxcos()yx[cos(

2
1

==

+=++

�=�++

                                

 مى باشد.
 
T=

TT�TT
TT�TT 2tan

4sin3sincos2cos
3cos6sincos8sin مثال5: نشان دهيد كه:  



246

حل

 

 

T=
T
T

=
T�T
TT

=
T+T
T�T

=

T�T+T+T

T+T�T+T
=

TT�TT
TT�TT

2tan
2cos
2sin

)2cos(5cos2
2sin5cos2

7cos3cos
3sin7sin

)cos7(cos
2
1)cos3(cos

2
1

)3sin9(sin
2
1)7sin9(sin

2
1

4sin3sincos2cos
3cos6sincos8sin

              

 
             

BcosAcos
)BAsin(BtanAtan

BcosAcos
)BAsin(BtanAtan

2
BAsin

2
BAsin2BcosAcos

2
BAcos

2
BAcos2BcosAcos

2
BAsin

2
BAcos2BsinAsin

2
BAcos

2
BAsin2BsinAsin

�
=�

+
=+

�
�

+
��=�

�
�

+
�=+

�
�

+
�=�

�
�

+
�=+

B)]Acos()BA[cos(
2
1)]BA(cos)BA[cos(

2
1BsinSinA

)]BAcos()BA[cos(
2
1BcosAcos

)]BAsin()BA[sin(
2
1BsinAcos

)]BAsin()BA[sin(
2
1BcosAsin

+��=��+�=

�++=

��+=

�++=
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1- نشان دهيد كه:  

 
°=

°�°
°+° 8cot

37sin37cos
37sin37cos

                                                                                      
2- حاصل ضرب  نسبت هاى مثلثاتى زواياى زير را به شكل  جمع يا تفاضل، تبديل كنيد.

                    

 

2
BAcos

2
BAsin25sin75cos24sin8cos2

20sin60sin212sin88sin
5sin7cosx8sinx5cos24cos32sin

60cos30cos5cos3sinx8cosx5sin

�
�

+
D�DT�T

°�°°°
TT°�°

°°TT

حاصل جمع و يا حاصل تفريق نسبت هاى مثلثاتى زواياى زير را به حاصل ضرب تبديل   -3
كنيد.

 

2
BAcos

2
BAcos76cos84cos

3
A4cos

4
A3cos

6
x5sin

3
x5sin

2
QPsin

2
QPsin41cos95cos

4sin8sin76cos84cos22cos86cos
86sin94sin76sin84sin22cos56cos

�
+

+
°+°+

�
�

�
+

°�°

T+T°�°°+°
°�°°�°°+°

            
 4- نشان دهيد كه:

 

16
180cos60cos40cos20cos

16
170sin50sin30sin10sin

5cot
9sinsin
9coscos,Atan

A2cosA4cos
A2sinA4sin

=°�°�°�°

=°�°�°�°

E=
E+E
E+E

=
+
�

               

تمرين
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++=°  باشد )مجموع زواياى داخلى يك مثلث( نشان دهيد كه:  
���

180CBA  5- اگر 

 
2
Ccos

2
Bcos

2
Acos4CsinBsinAsin =++

070sin50sin10sin  مى باشد. =�+ ooo 6- نشان دهيد كه:

 ?60sin30cos60cos30sin =°°+°°                                                   -7
 
2
1)d0)c1)b1)a �

                                                                 
8- توسط فورمول هاى جمع و يا تفاضل نشان دهيد كه: 

 
 

T=T�°T=T+°
T�=T+°T�=T�°
T�=T+°T�=T+°

cos)360cos(sin)270cos(
cos)270sin(sin)360sin(
cos)180cos(sin)180sin(
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)Arc length(طول قوس

cm5  باشد. طول  اگر شعاع  يك دايره
45°  آن چند    قوس مقابل زاوية مركزى

cm  مى  شود؟ 

قوس  اندازة  با  قوس  دو  اين  طول هاى  باشند،  مساوى  باهم  قوس  دو  شعاع هاى  طول  اگر 

برحسب راديان متناسب مى باشند، طورى كه در شكل زير مشاهد مى شود:

 

�
cc

�
cc

=

�

BAm

BA
BmA

BA

                                                                                                      

B'Am'  اندازه هاى اين دو قوس برحسب راديان مى باشد، اگر اندازة   و 
�

BAm كه 

قوس دو برابر شود؛ طول قوس نيز دوچند مى شود.

 C و محيط دايره   (L) 
oT ، شعاع دايره R، طول قوس مقابل زاويه oT اگر اندازة يك قوس

باشد، داريم كه:                                                                                                             

 °
=

°T 360
CL

                                                                                                                

rC  است، پس: P2= چُون محيط دايره 

                                                                            

 
o

o

oo 180
RL

360
R2L T

S=�
S

=
T

QRL مى شود. = Q برحسب راديان باشد  متوجه بايد بود كه اگر اندازة قوس و يا 

45°  واقع باشد دريابيد، اگر شعاع دايره  مثال1: طول قوسى را كه در مقابل زاوية مركزى
cm14  باشد.
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حل

         

 
cm11cm

7
22

4
14cm

4
14cm14

180
45L =�|S=�S�=

o

o

                                          

  راديان 
4
P

cm14   باشد، طول قوس  راكه در مقابل زاوية مركزى مثال2: اگر شعاع دايره
واقع باشد دريابيد.

                                                                

 

cm11
4
1

7
22cm14

4
cm14L

RL

=��|
S

=

T=

 
باشد، شعاع اين   cm3S 45°  طول قوس مثال3: اگر در يك دايره، در مقابل زاوية مركزى

دايره را دريابيد.

 است، بنا برآن: 
 

radian
4

45 S
=° حل: چون

 

cm12cm43

4

cm3LR

RL

=
S
�S=

S
S

=
T

=

T=

                                                                     

  يك دايره را به مركز O و شعاع 
�

BA قطاع يک دايره)Sector of a circle(: قوس 

مى باشد 
�

BA كه P يك نقطه از قوس  OP R در نظر مى گيريم. مجموع تمام قطعه خط هاى
Q را زاوية قطاع دايره  Qراديان باشد، مساوى به

�

BA قطاع ناميده مى شود، اگر اندازة قوس

مى  گويند يا قطاع را اين طور نيز تعريف كرده مى  توانيم: 

قسمتى از سطح دايره يى كه بين دو شعاع دايره واقع باشد قطاع ناميده مى شود.
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Q راديان در دايره يى به شعاع R مساوى است به  مساحت قطاع دايره: مساحت قطاع

  كه S عبارت از مساحت قطاع و R  شعاع دايره مى باشد؛ زيرا كه:
 
T= 2R

2
1S  

  
T=

S
T�S

=�
°¿

°
¾
½

T

S 2
2

R

2R

R
2
1

2
RS

S

R�2

                                                         
Q برحسب درجه باشد و يا اگر

 

°
T

S=�
¿
¾
½

°T
S°

360
RS

S
R360 2

2

                                                                      
cm10  باشد. مساحت قطاع را دريابيد، در صورتى كه، زاوية  مثال1: اگر شعاع يك دايره 

T=°  باشد. 90 قطاع

 است:
 

Radian
2

90 S
=° حل: چون

       

 

222

2

cm25
2

cm100
2
1

2
)cm10(

2
1S

R
2
1S

S=
S
��=

S
�=

T=

                                                 
cm10  باشد. مساحت قطاع دايره يى را دريابيدكه زاوية قطاع آن مثال2: اگر شعاع دايره 

T=°  باشد. 72
 حل

222 cm20
5

2cm100
2
1R

2
1S

Radian
5

2
180

7272

S=
S

��=T=

S
=

°
S

�=°

                                                             
2cm15S  باشد طول قوس اين قطاع  cm6  و مساحت قطاع آن مثال3: اگر شعاع يك دايره

را دريابيد.
حل
         

T= 2R
2
1S   يا  

 
T=S 22 )cm6(

2
1cm15                                                                  
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فعاليت

 
Radian

6
5

18
1518cm15 2 S

=
S

=T�T=S
                                                            

طول قوس                                                                  
 

cm7.15cm14.35cm5
6

5cm6RL |�|S=
S

=T=                            

cm7  است، محيط و مساحت دايره، طول قوس مقابل زاوية  مثال4: دايره يى، داراى شعاع 
60°  را دريابيد. 60°  و مساحت قطاع مقابل مركزى

   است، پس:
Radian

3
60 S

=° حل: چون 

      

 

222

222

cm6.25
3

cm49
2
1R

2
1A,cm

3
7

3
7RL

cm154cm49
7
22RS,cm44cm7

7
222R2C

|
S
��=T=

S
=

S
�=T=

|�|S=|��|S=

باشد، مساحت قطاع، طول قوس   °45 cm8  و زاوية قطاع آن مثال5: اگر شعاع يك دايره
مقابل قطاع و محيط اين قطاع را دريابيد.

حل
مساحت قطاع

 
cm12,25

360
45)14,3()cm8(

360
RsA 22 |

°
°

�=
°

T
S=                      

قوس مقابل قطاع
 

cm28.6
360
4514.3cm82

360
R2L |

°
°

���=
°

T
S=                       

محيط قطاع
 

cm28.22cm82cm28.6R2
360

R2 |�+=+
°

T
S=                           

 
216°    و ،  °180 cm10  باشد مساحت قطاع را دريابيد كه اندازة قوس آن  اگر شعاع دايره

324°  باشد.

 A
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R محاط شده است. مساحت  به شعاع  مربع    °90 مثال6: مطابق شكل زير در يك قطاع
ناحية خط شده را دريابيد.

2aRd   است.  == حل: چون شعاع دايره R مى باشد، قطر مربع در ربع دايره، 

  مى باشد چون  
 

2
RS

2

=    و مساحت مربع 
2

Ra =  اگرa ضلع مربع باشد يك ضلع مربع 

 است.
 2R

4
1
S مساحت ربع دايره

  
 
)2(

4
RR

2
1R

4
1 2

22 �S=�S بنابرآن، مساحت قسمت خط شده مساوى است به: 
مى باشد.

300° داده شده است.  مثال7: در شكل زير، قطاع دايره يى به شعاع 1cmو به زاوية مركزى
محيط اين شكل چند سانتى متر مى باشد؟

 

cm
3
R5

360
R2300xx300

R2360
S

=
°
S�°

=°

S°

                                                
 محيط اين شكل.

 
cm)2R

3
5( +S=

مقابل  وتر  و  بين قوس  دايره  از سطح  قسمتى   :)Segment of  a  circle(دايره قطعة 
برحسب  دايره  قطعة  مى  گويند.  قطعه  را  آن 

مثال:  طور  مى  گردد؛  مشخص  آن  قوس 

  راديان باشد 
6
P

 مساوى به 
�

BA اگر قوس 

 راديان مى نامند.
6
P

قطعه را  

R
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Q  راديان در دايره  به شعاع R مساوى است به:  مساحت قطعه: اندازة مساحت قطعة 

 
)sin(R

2
1S 2 T�T=

                                                                                                
   

Q راديان باشد و نقطة O را با نقاط A و B وصل كنيم  زيرا  اگر قوس AB مساوى به

داريم كه: مساحت مثلث AOB- مساحت قطاع AOB= مساحت قطعه

�OABS مساحت قطاع =S مساحت قطعه مساحت مثلث 
 BOA
S '

BOA متساوى الساقين مى باشد بدين اساس 
'

در شكل زير مشاهده مى شود كه مثلث

R
h

2
cos =

T

ارتفاع
 2

cosRh T
=

                                                                                                    

R
2

AB

2
sin =

T
 

 
2

sinR2AB T
=                                                                                پس قاعدة مثلث:  

                                                         

BOA
'

 = مساحت مثلث
 

2
ABh

2
�

=                                              

  مى باشد.
 
2

cso
2

sin2sin TT
=T چون

BOA
'

مساحت مثلث
 2

2
sinR2

2
cosR T

�
T

=  
 
T= sinR

2
1 2 در نتيجه: 

 مساحت قطاع مى باشد.
 
T= 2R

2
1

sA  مساحت مثلث و 
 

2
sinRS

2

OAB
T

= چون 

قطعه )مساحت قطعه(
 
)sin(R

2
1sinR

2
1R

2
1S 222 T�T=T�T= پس:  

cm8,6r  و زاوية يك قطاع آن  = cm8.6R   اگر شعاع يك دايره  = مثال1: در شكل قبلى

و مساحت قطعة اين دايره را دريابيد. BOA
'

باشد، مساحت قطاع، مساحت مثلث  °=T 71 دايره

قاعده . ارتفاع
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حل
 

°=T
=

71
cm8,6R

                                                                                                                  
مساحت قطاع

 222 cm64.28
360
7114.3)cm8.6(

360
RA |

°
°

�=
°

T
S=                     

 
ارتفاع مثلث

 
cm54.5

2
71coscm8.6

2
cosRh |

°
�=

T
=

 8141.0'3035cos =o

قاعده مثلث
 

cm9.7
2

71sincm8.62
2

sinR2b |
°

��=
T

�=

 5807.0'3035sin =o

مساحت مثلث
 222 cm96.2171sin)cm8.6(

2
1sinR

2
1A |°�=T=

 9455.071sin =o

مساحت مثلث  -  مساحت قطاع = مساحت قطعه

مساحت قطعه  222 cm68,6cm96,21cm64,28 =�=

 دريابيد؛ اگر: 
�

BA مثال2: مساحت قطعة دايره يى را به شعاع R و قوس 

 باشد.
 

cm12R,60BA =°=
�

 مى باشد، پس:
 

3
60

RS
=o حل: چون 

 
 

 

2222

222

cm)33624(cm336cm24)
2
3

3
(cm72

)
2
3

3
(cm144

2
1)

3
sin

3
()cm12(

2
1)sin(R

2
1S

�S=�S=�
S

=

�
S

�=
S

�
S

=T�T=
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 دريابيد.
 
°=

�
120AB cm6   وقوس مساحت قطعه يى از دايره را به شعاع 

جدا   cm6 cm6   بوده و توسط وتر مثال3: مساحت قطعه يى از دايره را دريابيد كه شعاع آن
شده باشد.

3 راديان است.
P

حل: چون قوس قطعه  

 

 

222

22

22

cm27.3cm)73.1(9cm)14.3(6

cm)396()
2
3

3
(cm18

)
2
3

3
()cm6(

2
1)sin(R

2
1S

=�|

�S=�
S

=

�
S

=T�T=

                                                           

cm20  بوده و در مقابل زاوية  1- مساحت قطاع دايره را در صورتى دريابيد كه شعاع آن 

  راديان واقع باشد.
6
P

مركزى 

  cm12 2cm5.55  و شعاع آن را دريابيد كه مساحت آن  دايره يى  قطاع  زاوية مركزى   -2
باشد.

   8,3 m10   باشد. طول قوس هايى را كه در مقابل زواياى مركزى  3- اگر شعاع يك دايره 

راديان و 27 راديان واقع باشند دريابيد.

فعاليت

تمرين
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مساحت مثلث از جنس دوضلع 
و زاويه بين اين دو ضلع

cm4  و اگر طول دو ضلع يك مثلث 
  °30 cm8  باشند و زاويه بين اين دو ضلع
باشد، آيا مساحت مثلث را  دريافت كرده 

مى توانيد؟

AC  رسم مى نماييم.  BH  را بر ضلع را در نظر مى گيريم و از رأسB ارتفاع  CBA
'

مثلث 

Asinch  مى شود.  =   در نتيجه 
c
h

c
BHAsin ==  چون 

 ( است.
2

S = از هندسه مى دانيم كه مساحت يك مثلث )
  

)Asinch(Asincb
2
1S

2
hbS

ABC

ABC

==

�
=

                                                                       

از رأس هاى A و C مثلث مذكور ارتفاع ها را رسم كنيد و نشان دهيد كه:

 مى باشد.
 
Bsinac

2
1SABC =  و

 
Csinab

2
1SABC =

cm6c  بوده و وسعت  = cm5,3a  و  = مثال1: مساحت مثلثى را دريابيد كه طول ضلع 

=°  باشد. 5,47B زاوية بين اين دو ضلع 
حل

ارتفاع .  قاعده

فعاليت
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2cm74,75,47sincm6cm5,3
2
1A

73727733.05.47sin

Bsinac
2
1A

|°���=

=

=

o

                                                         
مثال2: مساحت مثلثى را كه در شكل زير مشاهده مى شود دريابيد.

حل
  2cm83.39130sin)13)(8(

2
1Csinab

2
1A |== o

                                                 

  o30A = و زاوية
 '

== ABC,cm8ACAB مثال3: در مثلث متساوى الساقين 
مى باشد مساحت اين مثلث را دريابيد.

 

2cm16
2
188

2
1S

30sinACAB
2
1S

=���=

�= o

                                                                                        

مساحت مثلث از روى سه ضلع آن)فورمول هيرون( 
sin نصف زاويه را از جنس طول اضلاع مثلث به دست مى  آوريم. در هر مثلث  براى اين كار

ABC روابط زير صدق مى  كنند.

 

ab
)bp)(ap(

2
Csin,

ac
)cp)(ap(

2
Bsin,

bc
)cp)(bp(

2
Asin ��

=
��

=
��

=

 در دروس قبلى 
 
)

2
cbap( ++

= cba اضلاع مثلث و p  نصف محيط مثلث مى باشد. ,, كه
خوانده ايد كه:

 
 

2
Ccos1

2
Csin�

2
Bcos1

2
Bsin�

2
Acos1

2
Asin �

=
�

=
�

=
            

 7660.0130sin =o
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ياد   inecos قضيه  نام  به  را  رابطه  اين  مى باشد كه   
 

bc2
acbAcos

222 �+
= مثلث هر  در 

مى كند. به عوض Cos A قيمت آن را وضع مى كنيم:

 

bc4
)cba)(cba(

bc4
)cb(a

bc4
)cbc2b(a

bc4
acbbc2

2
bc2

acb1
2
Asin

22

222222222

�++�
=

��
=

+��
=

+��
=

�+
�=

pcba مى باشد. 2=++ چون:

 
)cp(2c2p2c2cbacba
)bp(2b2p2b2cbacba

�=�=�++=�+
�=�=�++=+�

                                                 

)( را عوض مى كنيم؛ پس داريم كه:  cba �+ )cba(  و +� قيمت هاى
 
 

             
 

 

bc
)cp)(bp(

bc4
)cp(2)bp(2

2
Asin ��

=
��

=
                                    

به همين طريق نشان دهيدكه: 

 مى باشد.
 

ab
)bp)(ap(

2
Csin,

ac
)cp)(ap(

2
Bsin ��

=
��

=

به دست  مثلث  از روى طول اضلاع  را  زاويه  يك  inecos ترتيب مى توان نصف به همين 
آورد.

 

ab
)cp(p

2
Ccos�

ac
)bp(p

2
Bcos�

bc
)ap(p

2
Acos �

=
�

=
�

=
                 

فعاليت
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  مى باشد.
 

2
Acos1

2
Acos +
= ثبوت: چون 

Acos را وضع مى نماييم. قيمت

                      

 

p2a2acb
bc4

)acb)(acb(
bc4

a)cb(
bc4

acbbc2
2

bc2
acb1

2
Acos

22222

222

=�++

�+++
=

�+
=

�++
=

�+
+

=

  
 

)ap(2a2p2acb
a2p2a2acb

�=�=�+
�=�++

                                                                                
در نتيجه داريم كه:

 

bc
)ap(p

2
Acos �
=

                                                                                                  

مى باشد.
 

)ap(p
)cp)(bp(

2
Atan

�
��

=  است نشان دهيد كه:

 

2
Acos

2
Asin

2
Atan = چون  

را وضع    
2
Acos و   

2
Asin قيمت هاى  اگر  است،   

 
2
Acos

2
Asin2Asin = مى دانيم كه

نماييم داريم كه:
 

)cp)(bp)(ap(p
bc
2Asin

)bc(
)cp)(bp)(ap(p2Asin

bc
)ap(p

bc
)cp)(bp(2Asin

2

����=

���
=

�
�

��
=

                                                               

Asinbc  مى باشد.
2
1Bsinac

2
1Csinab

2
1S === چون  مساحت مثلث 

 
Asinbc

2
1SABC �=

                                                                                                   

فعاليت
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فعاليت

, ,

را وضع مى كنيم. Asin قيمت

 

 

)cp)(bp)(ap(pS

)cp)(bp)(ap(p
bc
2bc

2
1S

ABC

ABC

���=

����=

                                                           
از مقايسة مساوات فوق مى توان نوشت كه:

  
  

 
ab
S2Csin�

ac
S2Bsin�

bc
S2S

bc
2Asin ===�=

                 
مثال4: مساحت مثلثى را دريابيد كه طول اضلاع آن قرار زير داده شده باشد:

 cm3ccm4bcm5a ===                                                                     
حل

 
 
 

 

2cm6363216

)36)(46)(56(6)cp)(bp)(ap(pS

cm6
2

cm3cm4cm5
2

cbaP

==���=

���=���=

=
++

=
++

=

                                    

cm4a   باشند. = cm5b و =  ، َ  cm6c, = مساحت مثلثى را دريابيد كه اضلاع آن

cm30c  باشد مساحت  = cm24b  و =  ،  cm18a = مثال5: اگر اضلاع يك مثلث 
اين مثلث را دريابيد.

حل

 
 
 

 

2cm2166121836)3036)(2436)(1836(36

)cp)(bp)(ap(pS

cm36
2

302418
2

cbaP

=���=���=

���=

=
++

=
++

=
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ft3,42b  و  = ،  ft7,29a = مثال6:  مساحت مثلثى را دريابيد كه طول اضلاع آن 
ft4,38c  باشند. =

حل
 

2ft552)8.16)(9.12)(5.25(2.55

)4.382.55)(3.422.55)(7.292.55(2.55)cp)(bp)(ap(pS

ft2,55
2

4.383.427.29
2

cbap

==

���=���=

=
++

=
++

=

دريافت شعاع دايرة محيطى يک مثلث
دايرة محيطى، دايره يى است كه مثلث در داخل دايره واقع بوده و دايره با هرسه رأس مثلث 

مماس بوده و مركز دايرة محيطى نقطة تقاطع هرسه ناصف عمودى
) Perpendicular Bisector(  اضلاع مثلث مى باشد. مطابق شكل، طول اضلاع مثلث

تقاطع هرسه  نقطة  و  بوده  دايره  O مركز  نقطة  c  مى باشند كه  b و   ،a از  عبارت   CBA
'

ناصف هاى عمودى اضلاع مثلث نيز مى باشد؛ چون مثلث BOC متساوى الساقين است؛ پس 

COB و قاعده مثلث را نيز تنصيف مى كند.
�

ارتفاع مثلث، زاوية 

COLLOBA
���

== در نتيجه: 

COLsinLOBsinAsin
���

==

)زيرا زاوية مركزى دو چند زاوية محيطى مى باشد كه در مقابل عين قوس قرار داشته باشند.(
 

)
bc
S2A(sin

s4
abc

bc
s22

a
Asin2

aR

R2
a

R
2
a

Asin

==
�

==

==
�

                                                   
  داريم که:

 
Asin2

aR = و از 

 

R2
Asin

a
Asin2Ra

=

�=
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به همين ترتيب:

 
R2

Csin
c

Bsin
b

Asin
a

===  يا
 

Csin2
c

Bsin2
b

Asin2
aR ===

 ،  cm11a = مثال1: شعاع دايرة محيطى مثلث ABC را دريابيد كه اضلاع مثلث 

cm13c  باشد. = cm12b  و =
حل

   
cm18

2
131211p,cm98,6

567184
131211

s4
abcR =

++
==

���
��

==
       

   cm30 cm24  و   ،  cm18 شعاع دايرة محيطى مثلثى را دريابيد كه طول اضلاع مثلث 
باشد.

cm5b   و  =  ،  cm3a = مثال2: شعاع دايرة محيطى مثلثى را دريابيد كه اضلاع آن 
cm6c   باشد. =

حل

 
cm3

562
45

564
90

12474
653

)cp)(bp)(ap(p4
abcR |

�
=

�
=

����
��

=
����

=

شعاع دايرة محاطى يک مثلث

دايرة محاطى يك مثلث عبارت از دايره يى است كه دايره در داخل مثلث واقع بوده و دايره 

در داخل با سه ضلع مثلث مماس بوده و مركز دايرة محاطى تقاطع هرسه ناصف الزاوية مثلث 

مى باشد.

CBA
'

CBO مساحت مثلث 
'

= ACO مساحت
'

+ BAO مساحت مثلث
'

+ مساحت

                  

فعاليت
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p
)cp)(bp)(ap(r

)cp)(bp)(ap(pS(
p

)cp)(bp)(ap(p
r

p
srprS

p2r
2
1)cba(r

2
1cr

2
1br

2
1ar

2
1SABC

���
=

���=
���

=

=��=

�=++==++=

 

p
)cp)(bp)(ap(p

r

)cp)(bp)(ap(pS

���
=

���=

  cm9 cm8  و  ،  cm7 مثال3: شعاع و مساحت دايرة محاطى مثلثى را كه طول اضلاع آن 
باشند دريابيد.

حل
 

cm23.2
cm12
cm83.26

p
sr

cm83.26)912)(812)(712(12S

cm12
2

987p

2

2

===

=���=

=
++

=

                                                     
 222 cm6.15)cm23.2(

7
22r |�=S= مساحت دايرة محاطى مساوى است به:              

cm4  مى باشند. شعاع دايرة  cm3   و  مثال4: دو ضلع قايم يك مثلث قايم الزاويه به ترتيب 
محيطى و محاطى اين مثلث را دريابيد.

حل

 

cm1
6
6

p
sr

cm5,2cm
2
5

24
60

64
60

12364
60

)56)(46)(36(64
543

s4
abcR

cm6
2

543p

===

==

=
�

=
����

=
����

��
==

=
++

=
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cm1
6
6

p
sr

cm5,2cm
2
5

===

==

مثال5: در مثلث قايم الزاوية MTN، اگر اضلاع قايم آن m و n داده شده باشند، مساحت 
و شعاع دايرة محيطى )R( اين مثلث را دريابيد.

حل
 

mn2
nmnm

2
mn4

nmnm
S4

tnmR,
2
mnS

nmMNt

nm)MN(

2222

22

222

+
=

+��
=

��
=

�
=

+==

+=

                         

R شعاع دايره محيطى
 

2
nm 22 +

=                                                                               

cm36   باشند مساحت دايرة محاطى اين  cm35  و  ،  cm34 اگر طول اضلاع يك مثلث 
مثلث را دريابيد.

در يافت ارتفاع، مساحت، شعاع دايرة محيطى و شعاع دايرة  محاطى مثلث 
متساوى الاضلاع:

                                                                            
 

3
2
ah

2
3

a
h60sinAsin =�==°=

فعاليت

 

5169AC

BCABAC
222

=+=

+=
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نظر به قضيه فيثاغورث داريم كه:       
 

3
2
a

2
a3h

4
a3

4
aa4

4
aah

a)
2
a(h

2222
22

222

==

=
�

=�=

=+

                                                                             

ABC3 مساحت مثلث
4
a

2
1

2
a3

2

a
2

a3

2
ahS

22

=�=
�

=
�

=

 

3
6
a

a3
2

4
3a

2
a3

3
4
a

p
sr

3
3
a

3
3

3
a

3
a

3a
a

3
4
a4

a
s4

abcR

2

2

2

3

2

3

=�=
�

==

=�===
�

==

دايرة  شعاع  ارتفاع،  مساحت،  است،     cm18 متساوى الاضلاع  مثلث  يك  محيط  مثال6: 
محيطى و محاطى اين مثلث را دريابيد.

حل: طول يك ضلع اين مثلث )a( مساوى است به: 
 

cm7,13
6
cm63

6
arcm5,33

3
cm63

3
aR

cm2,53
2
cm63

2
ahcm6,153

4
)cm6(3

4
aS

cm6cm18
3
1a

22

|=====

======

=�=

،

،

 

3
6
a

a3
2

4
3a

2
a3

3
4
a

p
sr

3
3
a

3
3

3
a

3
a

3a
a

3
4
a4

a
s4

abcR

2

2

2

3

2

3

=�=
�

==

=�===
�

==
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OAB  متساوى الاضلاع بوده كه هر ضلع  1- مطابق شكل، مثلث 
آن R مى باشد.

دايره با مركز O رسم شده كه از نقاط A و B مى گذرد، مساحت 
قطعه يى به وتر AB مساوى است به: 

 
 

22

222

R)
4
3

6
()eR)

2
2

6
()d

R)
2
3

6
()cR)

5
3

6
()bR)

4
1

6
()a

�
S

�
S

�
S

�
S

�
S

30°   باشد  cm6  و زاويه بين ساق هاى آن 2- اگر طول هر ساق يك مثلث متساوى الساقين

مساحت اين مثلث را دريابيد.

45°  باشد مساحت  cm6  و زاوية بين اين دوضلع cm25  و  3- اگر طول دو ضلع يك مثلث

اين مثلث را دريابيد.

cm5  باشد مساحت اين مثلث را  cm4  و  ،  cm3 4- اگر طول اضلاع يك مثلث به ترتيب 

دريابيد.

cm12c  باشد. = cm9b  و = ،  cm7a = 5- مساحت مثلثى را دريابيد كه طول اضلاع آن 

  cm5 cm12  و 6- شعاع دايرة محيطى مثلث قايم الزاويه يى را دريابيد كه اضلاع قايم مثلث 

باشند.

cm8a  و شعاع دايرة محاطى اين مثلث  = ،ABC 7- اگر طول قاعدة مثلث متساوى الساقين

cm3r   باشد. ساق ها و شعاع دايرة محيطى اين مثلث را دريابيد. =

cm36,3   باشد شعاع  2cm84   و طول يك ارتفاع آن 8- اگر مساحت يك مثلث قايم الزاويه

دايرة محيطى اين مثلث را دريابيد.

تمرين

R 

R

R
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ED+
E�D

=E�D
E�D�
E+D

=E+D

ED+ED=E�DED�ED=E+D
ED�ED=E�DED+ED=E+D

tantan1
tantan)tan(

tantan1
tantan)tan(

sinsincoscos)cos(sinsincoscos)cos(
sincoscossin)sin(sincoscossin)sin(

،،

و
و

        خلاصة فصل

�tفورمول هاى مجموع و تفاضل دو زاويه

:Dاز جنس نسبت هاى مثلثاتى D2 �tنسبت هاى مثلثاتى
 

D�
D

=D

D�=�D=D�D=D

DD=D

2

2222

tan1
tan22tan

sin211cos2sincos2cos

cossin22sin

                                         
�tنسبت هاى مثلثاتى يك زاويه از جنس نسبت هاى مثلثاتى دو چند زاويه:

 

D+
D�

±=D
D+

±=D
D�

±=D
2cos1
2cos1tan

2
2cos1cos

2
2cos1sin

�tنسبت هاى مثلثاتى نصف يك زاويه از جنس نسبت هاى مثلثاتى زاويه: 
              
 

D+
D�

=
DD+

±=
DD�

±=
D

cos1
cos1

2
tan,

2
cos1

2
cos,

2
cos1

2
sin

�tنسبت هاى مثلثاتى سه چند يك زاويه از جنس نسبت هاي مثلثاتي زاويه: 

 

D�
D�D

=D

D�D=DD�D=D

2

3

33

tan31
tantan33tan

cos3cos43cos,sin4sin33sin

 
              

)( QBA ++ �tنسبت هاى مثلثاتى مجموع سه زاويه 
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TD�TE�ED�
T�E�D�T+E+D

=T+E+D

EDT�TDE�
TED�TED=T+E+D

TED�EDT+
TDE+TED=T+E+D

tantantantantantan1
tantantantantantan)tan(

sinsincossinsincos
sinsincoscoscoscos)cos(

sinsinsincoscossin
coscossincoscossin)sin(

        

 فورمول هاى ضرب: )فورمول هايى كه مجموع يا تفاضل نسبت هاى مثلثاتى  دو زاويه را 
 به حاصل ضرب تبديل مى  كنند(.

2
qpcos

2
qpsin2qsinpsin

BcosAsin2)BAsin()BAsin(

�+
=+

=�++

 

2
qpsin

2
qpcos2qsinpsin

BsinAcos2)BAsin()BAsin(

�+
=�

=��+

 

2
qpcos

2
qpcos2qcospcos

BcosAcos2)BAcos()BAcos(

�+
=+

=�++

 

2
qpsin

2
qpsin2qcospcos

BsinAsin2)BAcos()BAcos(
�+

�=�

�=��+

فورمول هايى كه ضرب نسبت هاى مثلثاتى دو زاويه را به مجموع و يا تفاضل تبديل مى كنند.
 

 
°
°T

S=
180

RL  با شعاع دايرة R مساوى است به
oT �tطول قوس مقابل زاوية مركزى 

QRL = Q راديان با شعاع دايرة R مساوى است به:  �tطول قوس مقابل زاوية مركزى
�tقسمتى از سطح دايره كه بين دو شعاع آن واقع باشد. قطاع دايره ناميده مى شود.

به دست مى  آيد.
 
T= 2R

2
1

torsecA مساحت قطاع از فورمول  

 

)]BAcos()BA[cos(
2
1)]BAcos()BA[cos(

2
1BsinAsin

)]BAcos()BA[cos(
2
1BcosAcos

)]BAsin()BA[sin(
2
1BsinAcos

)]BAsin()BA[sin(
2
1BcosAsin

+��=��+�=

�++=

��+=

�++=

 

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

�
=

�
=�=�

+
=

+
=+=+  

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

qcospcos
)qpsin(

qcospcos
qsinpcosqcospsin

qcos
qsin

pcos
psinqtanptan

�
=

�
=�=�

+
=

+
=+=+
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�tقسمتى از سطح دايره بين قوس و وتر مقابل آن را قطعة دايره مى  گويند و مساحت قطعه 

  به دست مى آيد.
 
)sin(R

2
1

SegmentA 2 T�T= از فورمول 

�tمساحت مثلث از جنس دو ضلع و زاويه بين اين دو ضلع مساوى است به: 

 
csinab

2
1S,Asinbc

2
1S,Bsinac

2
1S ===

                                                   
P نصف محيط  مثلثاتى نصف زاويه از جنس طول اضلاع مثلث:  نسبت هاى  �t

cba اضلاع مثلث مى باشند. ,, مثلث و 
 

)ap(p
)cp)(bp(

2
Atan

ab
)cp(p

2
Ccos

ac
)bp(p

2
Bcos

bc
)ap(p

2
Acso

ab
)ap)(bp(

2
Csin

ac
)cp)(ap(

2
Bsin

bc
)cp)(bp(

2
Asin

�
��

=

�
=

�
=

�
=

��
=

��
=

��
=

 

)ap(p

)cp)(bp(

2

A
tan

ab

)cp(p

2

C
cos,

ac

)bp(p

2

B
cos,

bc

)ap(p

2

A
cos

�
��

=

�
=

�
=

�
=

             

 )cp)(bp)(ap(pS ���= مساحت مثلث از جنس طول اضلاع:  
�tشعاع دايرة محيطى يك مثلث )R( مساوى است به:

 
Csin

c
Bsin

b
Asin

aR2
Csin2

c
Bsin2

b
Asin2

aR ===�===
  

 
S4

abcR = يا  

 و يا از فورمول
 
p
sr = �tشعاع دايرة محاطى يك مثلث از فورمول  

  به دست مى  آيد.
 

p
)cp)(bp)(ap(p

r
���

=  

C
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        تمرين فصل

1- نشان دهيد كه مساحت مثلث متساوى الاضلاع ) اگر a يك ضلع مثلث باشد(   

 مى باشد.
 
2a

4
3S =

cm9c  باشد مساحت اين مثلث  = cm8b  و =  ،  cm7a = 2 - اگرطول اضلاع يك مثلث
را دريابيد.

165sin°  را توسط فورمول هاى مجموع دو زاويه دريابيد. 165cos° و  - 3

?)165sin( =°� -  4
 

4
26)c,

4
62)b,

4
26)a ����

  مى باشد.
TT

T
=

T
T

�
T
T

cossin
3cos

cos
2sin

sin
2cos

 5 - نشان دهيد كه:

6 - توسط فورمول هاى مجموع و تفاضل دو زاويه، نسبت هاى مثلثاتى زواياى زير را دريابيد:

 
)45180tan()180135sin()180135sin(

)6030tan()45150cos()4530sin(
°�°°�°°+°

°+°°�°°+°                  

7 - توسط فورمول هاى مجموع و تفاضل نسبت هاى مثلثاتى دو زاوية، صحت رابطة هاى 

زير را نشان دهيد.
 
T=T�°T�=T�°T�=T+°
T=T�°T�=T+°T=T�°

sin)180sin(cos)180cos(cos)270sin(
sin)90cos(sin)90cos(cos)90sin(

 
 
2

sin T
   و

2
cos T  ، T2sin ،  T2cos   باشد، قيمت

 
5
2sin =T °>T>°   و 900 8- اگر

را دريابيد.
9 - نشان دهيد كه: 

         

 

 

T�T=
T+T

T
T=T�T

=T+TT=+TT=
T
T

sincos
sincos

2cos2cos2sin2cos2

1sin22coscos212cossin2
cos

2sin

22

22

دايره هاى  شعاع  باشد.    cm8 و   cm7 ،  cm5 ترتيب به  مثلث  يك  اضلاع  طول  اگر   -  10
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محيطى و محاطى اين مثلث را دريابيد.

 ?)180sin( =T+o - 11 
TT�T�T

=T+°
cos)dsin)ccos)bsin)a

?)180sin(

       

12 - به كمك فورمول هاى جمع و تفاضل نشان دهيد كه:

T�=T�° sin)360sin( و   T=T�°T=T+° sec)360sec(¡tan)180tan(  T=T�°T=T+° sec)360sec(¡tan)180tan(   

     ?)cos()cos( =E�D�E+D - 13

ED�EDED sinsin2)ccoscos2)bsinsin2)a

 مى باشد.
 
D=

D
D

+
D
D 5sin

4csc
cos

4sec
sin

14 - نشان دهيد كه: 

15 - حاصل ضرب  نسبت هاى مثلثاتى زير را به شكل مجموع و يا تفاضل بنويسيد.

 
2

5sin
2

3sin10cos8sin60cos40cos50sin100cos TT
TT°°°°  

16 - مجموع يا تفاضل نسبت هاى مثلثاتى زير را به شكل حاصل ضرب بنويسيد.

  
 

3
4cos

4
3cos�8sin12sin�72sin80sin�76cos84cos D

+
D

T+T°�°°�°                                   
 

3
4cos

4
3cos�8sin12sin�72sin80sin�76cos84cos D

+
D

T+T°�°°�°

  17 - نشان دهيد كه:
T�=

T�T
T+T cot

3cos5cos
3sin5sin

                                                                                        

80°   از اين دايره را دريابيد. 2cm180  است، مساحت قطاع  18 - مساحت يك دايره

)cm1(  است. شعاع اين  60°   مساوى به  19 - مطابق شكل، طول قوس مقابل زاوية مركزى 

را دريابيد.  AB قوس و طول وتر
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?

30tan60tan1
30tan60tan

=
°�°+
°�°

 -  20 

3)d3)c
3

1)b
3

1)a ��                                 

 Q2cos ، Q2sin T در ربع اول واقع باشد. قيمت هاى ، و ضلع دوم
5
3sin =T 21 - اگر 

Q2tan را دريابيد. و

 مى باشد.
 
T�T
T+T

=T+°
sincos
sincos)45tan( 22 - نشان دهيد كه  

53sin37sin53cos37cos?  مساوى  است به: =°°�°°  - 23

 )d0)c1)b1)a �    هرسه درست نيست  

 ?14sin60sin14cos60cos =°°+°° - 24

 °°°° 46sin)d74sin)c46cos)b74cos)a

 ?31sin14sin31cos14cos =°°�°° - 25

 °�°°° 17sin)d17sin)c45cos)b17cos)a

    ?35sin80sin35cos80cos =°°+°°   -  26

 °°°° 45sin)d45cos)c115sin)b115cos)a

  )cos( BA � B در ربع اول واقع باشند  A و   باشد و
 

13
5sin =E  ،

5
3cos =D 27  - اگر 

را دريابيد.

T و�  در ربع سوم واقع   باشد و اضلاع دوم
 
5
3 �osc �=  ،

 
17
8cos �=T 28 - اگر 

)cos(�   را دريابيد. �T باشند 

  مي باشد.
 

yx
yxyx

yxyx tantan
)cos()cos(
)cos()cos(

�=
++�
+��

29 - نشان دهيد كه: 
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?)t0cos( =�°  -30

tcos)dtsin)ctcos)btsin)a ��

Q  است.
Q
QQ sin

2cos1
2sincos

=
+

31 - نشان دهيد كه:

32 - نشان دهيد كه: 
 

t2tan
t3costcos
t3sintsinx2cot

x3cosxcos
x3sinxsin

xtan
x3cosxcos
x3sinxsinxcot

x6cosx4cos
x6sinx4sin

x2cotx6cot
x4cosx8cos
x4cosx8cos

=
+
+

�=
�
�

�=
+
�

=
�
+

�=
�
+

                            

?ysin)yxsin(ycos)yxcos( =+++  - 33

xcos)dxsin)cxcos)bxsin)a ��

?sin)cos(cos)sin( =�+� yyxyyx   - 34

xdxcxbxa cos)sin)cos)sin) ��

باشد   radian5,0 آن  مركزى  زاوية  و   m2 آن شعاع  دايره يى كه  قطاع  مساحت   -  35

مساوى است به:

)1)2)3) 222 dmcmbma هر سه غلط اند. 

radian2  باشد. شعاع اين  2cm200  و زاوية مركزى 36 - اگر مساحت قطاع يك دايره

دايره مساوى است به: 

 )dcm14)ccm14.14)bcm14.14)a � هر سه درست نيست. 



فصل ششم
اعداد مختلط
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:)Imaginary Numbers( اعداد موهومي
1i2 مي باشد. حرف i از كلمة يونانى )iota( گرفته شده است،  �= i1 يا  =�

i1 را واحد اعداد موهومى مى گويند. =�

�16  را دريابيد. مثال1: 

 i416i16116)1(16 ±==�=��=� حل: 

0ax را حل كنيد. 22 =+ مثال2: معادلة 
حل

 ai1a)a()1(axax0ax 222222 ±=�±=��±=�±=��=�=+     
ai و ai– اعداد موهومى اند، ) a يك عدد حقيقى مى باشد(.

 i) of (Powers :iطاقت های

1i  اعداد موهومى راساده كرده مى توانيم به ياد  �= 1i2   يا  �= ديده مى شود كه به كمك 
داشته باشيد كه مربع يك عدد حقيقى، مثبت، ليكن مربع اعداد موهومى منفى مى باشد.

          

 

1)1)(1(iii1)1()]1[()1(i

i)i()1(iii1)1(i1i
22422244

2322

=��=�==�=�=�=

�=��=�=�=�=�=

 1)1()1()i()i(ii)i)(1(iii 24645 �=��=�===�=

 
اعداد مختلط

 )Complex numbers( 

آيا گفته مى توانيد كه چرا معادلة 

09x2 در ست اعداد حقيقى حل  =+
ندارد؟

آيا مى دانيد كه ست اعداد حقيقى 
يك ست فرعى، ست اعداد مختلط 

مى باشد؟

يا
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فعاليت

1)1(i)i()i(iiii)i()1()i()i(i 27867 =��=�=��=�=�=��=�=

i را واحد موهومي مي گويند.
از اين جا نتيجه مى شود كه، اگر توان واحد موهومى n=4 و يا عددى باشد كه بر 4 قابل 

تقسيم باشد، در آن صورت مساوى به )1( مى باشد.
مثال3:

 

ii)1(1iiii

1)1(1iii

ii1iii

1i...iii

11111iiiii

1111iiii

111iii

2n43n4

2n42n4

n41n4

444n4

444416

44412

448

�=�=��=

�=��=�=

=�=�=

=�=

=���=���=

=��=��=

=�=�=

+

+

+

M

                                                                                        

)i(256  را دريابيد. 6137   و   )i(,)i( � قيمت طاقت هاى 

89i  را دريابيد. 1998i  و ،  54i مثال4: 
حل: هرگاه عدد 54 بالاى 4 تقسيم كنيم، باقى مانده 2 مى باشد، بنابر آن:

 

 

ii1iii

1ii1iii

1)1()1(i)1(i)i(iiiii

22489

222)499(41998

22134213425254

=�=�=

�==�=�=

�=��=�=�=�=�=

�

�

                                     

�1  باشد به نام اعداد موهومى ياد مى شوند. توان هاى طبيعى  عددهايى كه يك فكتورشان

�i,1,i و 1- مى باشد. مربع اعداد حقيقى مثبت و مربع اعداد موهومى منفى  i يكى از اعداد 
مى باشد.
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ست هاى اعداد در طول تاريخ بنابر ضرورت 

و انكشاف علم رياضى عرض وجود كرده 

است.

طبيعى  اعداد  ست  مى دانيد  كه  طورى 

IN}3,2,1{..., جوابگوى همه مسايل  =

0x3 در  = نمى باشد. به طور مثال معادلة

ست اعداد طبيعى حل ندارد. واضح است 

به  پس  مى باشد،   0x = آن جواب  كه 

كه  شد  احساس  ضرورت  ديگرى  ست 

W}3,2,1,0{..., بوده و  = عبارت از: 

به نام ست اعداد مكمل ياد مى شود. اين ست هم جواب بعضى سؤال ها را گفته نمى تواند؛ 

آن  2x  حل  �= زيرا  ندارد؛  مكمل حل  اعداد  در ست    02x =+ معادلة  مثال:  طور 

ديگر  به موجوديت يك ست  بنابرآن  نيست،  اعداد مكمل شامل  2- در ست  مى باشد كه 

تام  اعداد  ست  نام  به  كه  باشد  داشته  هم  را  منفى  اعداد  كه  شد  احساس  ضرورت  اعداد 

اين ست  در  ياد مى شود.   ,...}3,2,1,0,1,2{...,I ��= يا   )Integer Numbers set(

  مى باشد.
2
1x = 21x2 حل ندارد، زيرا حل آن  =+ اعداد هم معادلة  

بنابرآن، ست اعداد ناطق )Rational Numbers set( به ميان آمد، اما در  ست اعداد 

2x بوده كه  = 02x2  حل ندارد، زيرا حل آن   =� ناطق يا اعداد گويا هم معادلة 

2 در ست اعداد غير ناطق )Irrational Numbers set( شامل مى باشد؛ پس ست 
اعداد حقيقى  را، ست  ناطق  غير  و  ناطق  اعداد  به وجود آمد. هر دو ست  ناطق  غير  اعداد 

)Real Numbers Set( مى گويند.

معادلات  مانند  نمى تواند؛  داده  جواب  را  سؤال ها  بعضى  هم  حقيقى  اعداد  ست  ليكن، 

016x2  كه حل شان در ست اعداد حقيقى موجود شده نمى تواند يا  =+ 01x2  و يا  =+
 16,25 �� به عبارت ديگر، اعداد منفى در ست اعداد حقيقى جذر جفت ندارند؛ مانند 

وغيره، اما آن معادلاتى كه در ست اعداد حقيقى حل ندارند در ست اعداد مختلط داراى 

حل مى باشند.
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فعاليت

در سال 1795 م. يك رياضى دان جرمنى به نام گوس )Gauss( مفهوم اعداد مختلط را به 

شكل زير ارائه كرد:

 )Complex Numbers set( مجموعه يى اعداد حقيقى و موهومى را ست اعداد مختلط

مى گويند.

، كه شكل معيارى يك عدد   biaz += اگر يك عدد مختلط را به حرف z نمايش دهيم

مختلط مى باشد، طورى كه a قسمت حقيقى ) Real Part of z(  و bi قسمت موهومى عدد 

مختلط)Imaginary Part of z( مى باشد. ست اعداد مختلط اين طور تعريف مى شود: 
 }1i,R1b,a,biaz|z{C 2 �=�+==

عدد مختلط z را به شكل جورة مرتب نيز نوشته كرده  مى توانيم:

 )b,a(biaz,)b,a(biaz �=�==+=                                                       

كه bi يك عدد خالص موهومى  bibi0Z =+= اگر a=0 شود:

ai0az  مى شود  =�+=  )Pure imaginary number( مى باشد و اگر b=0 باشد 

كه a  يك عدد خالص حقيقى )Pure real number( مى باشد. به ياد داشته باشيد كه 

اعداد مختلط؛ مانند اعداد حقيقى خاصيت ترتيب را ندارند.

عدد صفری مختلط )Zero complex Number(: عددى است كه هر دو قسمت 

 0i00biaz =+=+= بنابرآن  )0a0b( == حقيقى و موهومى آن صفر باشند

i52  قسمت هاى حقيقى و موهومى را مشخص كنيد. � i34  و  + در اعداد مختلط 

i52  قسمت هاى حقيقى و موهومى  � i1,i33,i5  و  �� مثال1: در اعداد مختلط 

را نشان دهيد.

�i1 قسمت حقيقى آن 1 و قسمت موهومى آن i– مى باشد. حل: در 

�i3  مى باشد. 3  و قسمت موهومى آن  i33  قسمت حقيقى آن  � در عدد مختلط 

i5  مى باشد. i5   قسمت حقيقى صفر و قسمت موهومى آن  در عدد مختلط 
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�i5  مى باشد. i52  قسمت حقيقى 2 و قسمت موهومى آن  � در عدد مختلط 

1i  را به شكل معياري  � مثال2: اعداد مختلط6i، -9، 0، 9-i  و 

)Standard Form( اعداد مختلط بنويسيد.

biaz  مى باشد كه در آن a قسمت حقيقى عدد  += حل: چون شكل معيارى عدد مختلط

مختلط و bi قسمت موهومى آن است.

جدول زير، نمايش عدد هاى فوق را به شكل معيارى اعداد مختلط ارائه مى كند.

 

موهومى  قسمت   bi و  قسمت حقيقى   a مى باشد كه  مختلط  اعداد  معيارى  z=a+bi شكل 
اعداد مختلط مى باشد.

اگر a=0 باشد، bi را قسمت خالص موهومى و اگر b=0 باشد، a را قسمت خالص حقيقى 

عدد مختلط مى نامند.

معادلاتى كه در ست اعداد حقيقى حل ندارند در ست عداد مختلط حل دارند. 

 )biaz( +=

 i60+

 i09+�
 i00+

 i9�
 i1+�

 i6
 9�
 0
 i9 �
 1i �

عدد هاي مختلط شكل معيارى
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تمرين

)i3(2  را دريابيد. 33792022   و  )i(,)i(,)i(,)i2( �
1 - قيمت هاى 

2 - عدد هاى زير را به شكل معيارى اعداد مختلط بنويسيد:

 i3,2i4,i5,4i �+���                                                       

مرتب  به شكل جوره هاى  را    i3,i35,i7�i75 �+�� اعداد مختلط   -  3

بنويسيد.

4 - قسمت حقيقى عدد مختلط i – مساوى است به:

2)d,0)c,1)b,1)a �                                                           

�16  مساوى است به: 5 - جذر عدد 

2)d,i4)c,4)b,4)a ±±�±                                              
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عمليه های چهارگانه در اعداد 

موهومى

آيا عدد هاى موهومى 3i و 4i راجمع 

كرده مى توانيد؟

آيا حاصل ضرب عدد هاى موهومى 10i و 

50i يك عدد حقيقى مى باشد؟

جمع و تفریق اعداد موهومى
عدد هاى موهومى را مى توان به شكل زير جمع و تفريق نمود:

a( عملية جمع: حاصل جمع دو عدد موهومى يك عدد موهومى است.
i7 را دريابيد. i5 و  مثال1:حاصل جمع 7iو8i و حاصل جمع 

حل
 

                                                                           

 

i)57(i5i7

i15i)87(i8i7

+=+

=+=+

                                                                                             
b( عملية تفریق: حاصل تفريق دو عدد موهومى يك عدد موهومى است.

مثال2: حاصل تفريق 7i-4i و 9i -13i را دريابيد.
حل

                                                                             
i4i)139(i13i9

i3i)47(i4i7
�=�=�

=�=�

                                                                                         
 )Real number( عملية ضرب: حاصل ضرب دو عدد موهومى يك عدد حقيقى ) c

مى باشد.
)i5()i10()i4()i9(  رادريابيد. �� مثال3: حاصل ضرب 

 50i50ii)5()10()i5()i10( 2 �==���=� حل                                                       
�50  يك  در حالى كه   50)1(50i50 2 �=��= بنابرآن   مى باشد،    1i2 �= زيرا كه 

عدد حقيقى)Real number( است. 
 6)1(6i36ii94)i9()i4( 2 �=��=�=���=� به همين ترتيب: 

در ضرب اعداد موهومى خاصيت تبديلى )Commutative Property( صدق 

و

4i+3i=7i
4i-3i=i
4i-(-3i)=7i

0
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فعاليت

فعاليت

 ab)ai()bi()bi()ai( �=�=� مى كند، يعنى 

i(  را به دست آريد.
5
3()i

3
2( �� حاصل ضرب 

d ( عملية تقسيم: حاصل تقسيم دو عدد موهومى يك عدد حقيقى است.

  را به دست آريد.
 

5
7,

i7
i5�

i3
i13

�
� مثال4: حاصل تقسيم 

7
5

i7
i5)1 = يك عدد حقيقى است(

 7
5

حل                                                               )
      

 

3
13

i3
i13)2 =  يك عدد حقيقي است(

 

3
13 (                                                      

 

5
7

i5
i7

5
7

1
1

5
7)3 ==�

�
�

=
�
�

                                                                    

36i را بالاى 2i- تقسيم نماييد.

در عمليه هاى جمع و ضرب اعداد موهومى، خاصيت تبديلى صدق مى كند. حاصل ضرب و 
حاصل تقسيم دو عدد موهومى يك عدد حقيقى است.

 i7i7,47,c1b1 +�+��+� 1( جمع كنيد.                        

      i2i5,i7i12,i5i5 ��� 2( تفريق كنيد.                                   
3( عدد هاى موهومى زير را با هم ضرب و تقسيم كنيد.

  
)i

9
2)(i

4
7(,)i7()i7(,)i5()i3(,

i4
i16,

i26
i13

����
�                            

تمرين
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فعاليت

)Equal Complex Numbers( اعداد مساوی مختلط

دو عدد مختلط وقتى با هم مساوى مي باشند كه قسمت هاى حقيقى و موهومى هر دو عدد 

مى شوندكه:  مساوى  وقتى    yixz2 += و   biaz1 += عدد هاى باشند،  مساوى  هم  با 

ax�by   باشد. ==

21 مى شود كه:  zz = i53z2 باشد، آن گاه  �= iy2xz و   111 += مثال1: اگر  

  باشد.
 
3x�

2
5y 11 =�=

 21 zz = i65z2 باشد با در نظر داشت  ��= yi3x2z1  و  += 1 - اگر 

قيمت هاى x و y را دريابيد.

i3kmi2   باشد، در آن صورت، قيمت عدد هاى حقيقى m و k را پيدا  +=+ 2 - اگر 

كنيد.

عملية جمع عدد های مختلط: جمع عدد هاى مختلط طور زير تعريف مى شود:

dicz2  باشد، در آن صورت، += biaz1  و += اگر 

مى باشد. يا به عبارت ديگر:  i)db()ca()dic()bia(zz 21 �+++=+++=+

حاصل جمع دو عدد مختلط عبارت از عدد مختلطى است كه قسمت حقيقى آن از حاصل جمع 

جمع و تفریق اعداد مختلط

   i6yi2x3 +=� آيا از تساوى 
x  و y را به دست آورده  قيمت هاى 

مى توانيد؟
آيا مى دانيد كه به كدام عدد مختلط 

عنصر عينيت عملية جمع اعداد مختلط 
مى گويند؟
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قسمت هاى حقيقى و قسمت موهومى آن از حاصل جمع قسمت هاى موهومى اعداد مختلط 

داده شده حاصل مى شود.

21 را پيدا كنيد. zz + i43z2   باشد،  += i32z1  و  �= مثال2: اگر 

21 zz +  i5i)43()32()i43()i32(z1 +=+�++=++�=                                   

به همين قسم:

 i21i)64()23()i62()i43( +=+�+�=+�+�                               

 i86i)157()39()i153()i79( ��=�++�=�++�                                 
i00 عنصر عينيت در عملية جمع)additive identity( اعداد مختلط مى باشد. +

زيرا كه: 

مى باشد.  biai)0b()0a()i00()bia( +=+++=+++
bia  مى باشد.  �� bia   عبارت + همچنين معكوس جمعى )additive inverse( عدد 

 i00i)bb()aa()bia()bia( +=�+�=��++ زيرا كه: 

 

)yi3x5()yix3(  را به دست آريد. ++� حاصل جمع  

عملية تفریق اعداد مختلط

حاصل تفريق دو عدد مختلط عددى است كه قسمت حقيقى آن از حاصل تفريق قسمت هاى 

حقيقى و قسمت موهومى آن از حاصل تفريق قسمت هاى موهومى به دست آمده باشد. يعنى:

 i)db()ca()dic()bia( �+�=+�+
 

مثال1:
 i1010)i76()i34()i76()i34( +�=+�++�=��+�                                

مثال2: 
 i24i)35()812()i38()i512( �=+�+�=���                                         

فعاليت
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تمرين

با هم مساوى مى باشند كه هر دو قسمت )حقيقى و موهومى( اعداد  دو عدد مختلط وقتى 

مذكور با هم مساوى باشند.

جمع  حاصل  از  آن  حقيقى  قسمت  كه  است  مختلطى  عدد  مختلط،  عدد  دو  حاصل جمع 

قسمت هاى حقيقى و قسمت موهومى آن از حاصل جمع قسمت هاى موهومى اعداد مذكور 

حاصل شده باشد.

به همين ترتيب حاصل تفريق دو عدد مختلط، عددى است كه قسمت حقيقى آن از حاصل 

تفريق قسمت هاى حقيقى و قسمت موهومى آن از حاصل تفريق قسمت هاى موهومى اعداد 

مذكور به دست مى آيد.
 

1 - اعداد مختلط زير راجمع كنيد.
  

)ci5d()ci3()i710()i63(

)i1213()i1213()i43()i52(

++��++�

++�+++

                                    
2 - اعداد مختلط زيرا را از هم ديگر تفريق كنيد.

 

)di8c3()di4c3(
)i733()i7532(

)i37()i5(

+�+
+��+

+��

                                                                             
 3 - معكوس جمعى اعداد مختلط زير را دريابيد.

i32,)3,2(,i32 +�+                                                          
IRy,x(�i57y5ixiy2x3(  باشد قيمت هاى x و y را  �+=+�+ 4 - هرگاه 

دريابيد.
bia   بنويسيد. +  5 - عمليه هاى زير را انجام دهيد و جواب هاى خود را به شكل 

 

)i9.51()i1.67.3(
)i23()i56(
)i5()i32(

)i22()i45(

)i25()i32(

+�+
++�
��++
�����

+�++
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)812()23(

)508()727(

)i
8
313()i

6
54(

)i
15
711()i

5
33(

)i3()i52(

)i
2
14()i

8
56(

)i
3
27()i

4
38(

+��+

�++���

++��

+��+

�++�

++��

+��+

                                                                                   
 6: معكوس هاى جمعى اعداد مختلط زير را دريابيد:

                                                                                  

i2i5
i1313i85

i1i1
i118i32

�
+��
+��
+�
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فعاليت

ضرب اعداد مختلط

آيا مى توانيد حاصل ضرب اعداد مختلط 

)i43)(i32(    را به دست آوريد؟ +�

1i2  حاصل ضرب دو عدد مختلط به شكل زير مى باشد: �= با در نظرداشت 

dicz2  باشد. += و  biaz1 += اگر

 
                                             

 

i)bcad()bdac(zz
)1(bdi)bcad(ac

bdibciadiac

bidibciadiac)dic()bia(zz

21

2

21

++�=�
�+++=

+++=

+++=+�+=�

                                               

)i27()i45(  را به دست آريد. ��� مثال1: حاصل ضرب افادة 
حل

 
 

        

 

i3827
8i3835

)1(8i3835
i8i28i1035)i2(i4)7)(i4()i2(5)7(5)i27)(i45( 2

�=
��=

�+�=
+��=���+�+=��

را به دست بياوريد.  )i43)(i32( +� حاصل ضرب

  i01+ مى باشد؛بنابرآن   biai0bi1bii0a1a)i01)(bia( +=�+�+�+�=++ چون 

اعداد مختلط مى نامند؛   )Multiplicative identity( عينيت عملية ضرب  را عنصر 
طور مثال:
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 i53)i01)(i53( +=++                                                                                              
:)Conjugate of a Complex Number( مزدوج یک عدد مختلط

yixz  مى باشد، طورى كه: �= ، عدد  yixz += مزدوج عدد مختلط 

 
                                                                                                          )zIm(yi2yi2)yix()yix(zz

)zRe(x2x2)yix()yix(zz
==��+=�
==�++=+

                                           

i43z مى باشد. �= i43z عبارت از  += مثال2: مزدوج 

zz را به دست آريد. � zz,zz و  �+  

حل
 )i4(i4)3(i4)i4(3)3(3)i43()i43(zz �++�+=��+=�

                                 

    6)i43()i43(zz =�++=+ )6 عدد حقيقى مى باشد(                                            

i8)i43()i43(zz =��+=� )8i عدد موهومى مى باشد(                                        

i75z3 را دريابيد. += i35z,i7z و  12 �=+= مزدوج اعداد مختلط 

طورى كه ديديم براى دريافت مزدوج يك عدد 

مختلط، تنها علامت قست موهومى آن را تغيير 

مى دهيم.
  

فعاليت

-i
1-i
-4+2i
5i-6

i
1+i
-4-2i
-5i-6

عدد           مزدوج عدد

 
22

2222

yxzz

yx)yi(x)yix()yix(zz

+=�

+=�=��+=�

 25169)1(169i169 2 =+=��=�=
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معکوس ضربى )Multiplicative inverse( یک عدد مختلط

bia   است، و  � bia   عبارت از  + مى دانيم كه مزدوج عدد 

مى باشد.  2222222 ba)1(ba)ib(a)bia()bia( +=��=�=��+

 را به شكل معيارى يك عدد مختلط 
 

bia
1
+

bia  عدد  +   براى دريافت معكوس ضربى

bia  مى كنيم. )a-bi( مزدوج مخرج مى باشد. � مى نويسيم، پس صورت و مخرج را ضرب

 

 

i
ba

b
ba

a
bia

1

i
ba

b
ba

a
ba
bia

)bia()bia(
)bia(

bia
bia

bia
1

2222

222222

+
�

+
=

+

+
�

+
=

+
�

=
�+

�
=

�
�

�
+

                

i( مى باشد.
ba

b
ba

a( 2222 +
�

+
)bia(    عبارت از  + معكوس ضربى عدد 

i32  را دريابيد. � مثال3: معكوس ضربى عدد 
  

i
13
3

13
2

13
i32

94
i32

i94
i32

i32
i32

i32
1

2 +=
+

=
+
+

=
�
+

=
+
+

�
�                                         

4x2  را تجزيه كنيد. + مثال4: افادة 
 )i2x)(i2x()i2(x4)i(x4)1(x4x 222222 +�=�=��=���=+              

i35�i42  را دريابيد. +� معكوس ضربى اعداد مختلط 

wz چنين تعريف شده است:  � iyxw  دو عدد مختلط باشند، c+c= yixz  و += اگر 
 i)yxyx()yyxx(wz c+c+c�c=�

فعاليت
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براى دريافت مزدوج يك عدد مختلط محض علامت قسمت موهومى را تغيير مى دهيم و

 مى باشد.
 

)i
ba

b
ba

a( 2222 +
�

+ bia   عبارت از  +  معكوس ضربى عدد مختلط 

1- اعداد مختلط زير را با هم ضرب كنيد:

 
                                                           

 

)i23)(i23(

)i6)(i6(,)i35)(i25(

)i52)(i52(,)i24)(i32(
)i3)(i3(,)i23)(i2(

�+

�+�+

+��+�
�+�+

2- معكوس ضربى اعداد مختلط زير را دريابيد:

 )4,7(,bi4a3,i35,i42,i1 ��+�                                              

3- افاده هاى زير را تجزيه كنيد:

 7x,5x,8x,16x 2222 ++++                                                                 

)i2(2  را دريابيد.  + )i23(2  و  +� 4- قيمت هاى 

2zz8  را دريابيد.  � i34z  باشد،  �= 5- اگر 

i32)(i32(yix(  را حل كنيد.  +�=+ 6- اين معادله  

، جذر مربع i است. 
 
i

2
2

2
2
+ 7- نشان دهيد كه:

 جذر سوم i - مي باشد.
 
i

2
1

2
3
� 8- نشان دهيد كه: 

تمرين
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تقسيم دو عدد مختلط 
 Division of two Complex

numbers

  را به دست 
 
i65
i22

+�
�� آيا خارج قسمت 

آورده مى توانيد؟

 عدد c عدد حقيقى و di عدد موهومى مى باشد، در قدم اول 
 

dic
bia

+
+

چون در مخرج عدد 
را  منظور، صورت و مخرج  اين  براى  تبديل كنيم،  به يك عدد حقيقى  را  بايد مخرج آن 

 )Rationalization( ضرب مزدوج مخرج مى نماييم كه اين عمليه را گويا كردن

مى گويند. 

   را به دست آريد. 
i52
i34

+
+ مثال1: حاصل تقسيم 

يا  مخرج  مزدوج  ضرب  را  مخرج  و  صورت  مي باشد،   2-5i عدد   2+5i مزدوج  حل: 

�i52  مى نماييم.

 

i
29
14

29
23

29
i1423

)1(254
)1(15i148

i25i10i104
i15i6i208

i52
i52

i52
i34

i52
i34

2

2

�=
�

=

��
���

=
�+�
�+�

=
�
�

�
+
+

=
+
+

                    
در نتيجه به ملاحظه مى رسد كه در خارج قسمت، قسمت هاى حقيقى و موهومى از هم جدا اند. 

معيارى  به شكل  را  به دست آوريد. جواب خود  را 
 i1

i1
�
+

تقسيم )خارج قسمت(  حاصل 
بنويسيد.

فعاليت

?
i65
i22
=

+�
�� ?

i65
i22
=

+�
��
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طور زير تعريف شده است:
 2

1

z
z

dicz2   باشند،  += biaz1   و  += اگر 

 

 

i
dc
bcad

dc
bdac

z
z

dc
i)bcad(bdac

idc
bdibciadiac

)dic)(dic(
)dic)(bia(

z
z

2222
2

1

22222

2

2

1

+
�

�
+
+

=

+
��+

=
�

�+�
=

�+
�+

=

              

i1z2  تقسيم نماييد و بعد امتحان كنيد. += i32z1  را بالاى عدد  �= مثال 2: عدد 

 

 

i32
2
5i3

2
1i

2
5i

2
1i

2
5

2
1)i

2
5

2
1()i1(

i
2
5

2
1

2
i51

)i1)(i1(
)i1)(i32(

i1
i32

z
z

2

2

1

�=+��=����=��+

��=
��

=
�+
��

=
+
�

=

                         

  را به دست آريد.
i5
i23

�
+ مثال 3: حاصل تقسيم  

حل 

 
i

2
1

2
1

26
i1313

125
2i1315

i25
i2i10i315

)i5)(i5(
)i5()i23(

i5
i23

2

2

+=
+

=
+
�+

=
�

+++
=

+�
++

=
�
+

  چنين 
w
z

iyxw  دو عدد مختلط باشند؛ در آن صورت  c+c= yixz   و  += اگر 
تعريف مى شود:

 
)0yx(,i

yx
yxyx

yx
yyxx

w
z 22

2222 zc+c
c+c
c�c

+
c+c
c+c

=
                                                

خاصيت های مزدوج یک عدد مختلط
12  دو عدد مختلط باشند: z�z اگر 

 
 
21212121 zzzz)2zzzz)1 �=�+=+             

تعريف
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zz)7

yi2zz)6x2zz)5
z
z)

z
z()4zzzzzz)3

2

1

2

1
122121

=

=�=+

=�=�=�

                          

2121 و   zzzz +=+ i23z2 باشند نشان دهيد كه:  +�= i54z1 و  += مثال1: اگر 

2121 zzzz �=�
حل

 
 

i71)i23()i54(zz

i71zzi71)i23()i54(zz

21

2121

�=��+�=+

�=+�+=+�++=+

                             

2121 zzzz +=+ در نتيجه 

 

i722
10i15i812i10i15i812)i23()i54(zz

i722zz

i722i)158(1012)i23()i54(zz

2
21

2

21

+�=
�+��=++��=����=�

+�=��

��=�+��=+��+=�

 i722zzzz 2121 +�=�=� بنابر آن:  

zz را دريابيد. � zz  و   + yixz   باشد  += مثال2: اگر 

,x2)yix()yix(zz =�++=+   yi2)yix()yix(zz =��+=� حل:

zz,z�zz را دريبايد. +� i32z  باشد، += اگر 

فعاليت
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1- خارج قسمت ها را دريابيد.  
  

11
i1,

i52
i43,

i6
i25,

i53
i7

�
+

�
�

�
�

�
�

                                               

bi3a2z2  باشند. نشان دهيد كه    �= bi3az1   و  ��= 2- اگر 

 مى باشد.
 

2

1

2

1

z
z

z
z

=¸̧
¹

·
¨̈
©

§ 2121 و zzzz �=�  

bia  بنويسيد. + 3- خارج قسمت ها را دريابيد و جواب هاى خود را به شكل

 
                                

 
3

i32:c
i2
i3:b

i5
2:a �

+
�

�                                                     

  مساوى است به:
 

93
366
�+
�+

4- خارج قسمت 

  2:di3:c2:b1:a �                                    
bia   بنويسيد. + 5- جواب هاى خود را به شكل 

 
 

                                                                
 

تمرين

 

i46
i23

i42
i84

i27
7

i31
6

i32
5

i4
i43

+�
�

�
+�

�

+�
�+

 
i
1

 i+
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فعاليت

حل معادله های درجه دوم یک 
مجهوله در ساحة اعداد مختلط

04xx2  را  =++ آيا جذر هاى معادلة 
دريافت كرده مى توانيد؟ 

)0a( مى باشد. z ،  0cbxax2 =++ شكل عمومى معادلة درجه دوم يك مجهوله

0ac4b2  باشد. معادله داراى دو جذر مختلف حقيقى مى باشند:  >�=' اگر  

'=0 باشد، معادله داراى دو جذر مساوى حقيقى مى باشد.  اگر

مختلط  اعداد  ساحة  در  ليكن  ندارد،  حل  حقيقى  اعداد  ست  در  معادله  باشد،   0<' اگر

داراى دو جذر مختلط مى باشد. 

026x10x2  را حل كنيد. =+� مثال1: معادلة
26c10b1a مى باشد. =�== حل: 

 

i5xi5xi5
2

i210
2

410
12

2614)10(10
a2

ac4bbx

21

22

2,1

�=+=�±=
±

=

�±
=

�
����±

=
�±�

=

                      

جذر هاى فوق را در معادله وضع نموده امتحان نماييد. 

015xi4x4  را حل كنيد. 2 =++ مثال 2: معادلة
حل                                  

 
                                          256240i1615.4.4)i4(ac4b 222 �=�=�=�='                                         
 i16)1(256256 ±=�=�±='±                                                                 

?x
?x

04xx

2

1

2

=
=

=++
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تمرين

       
                                                                                     

 
i

2
5

8
i16i4xi

2
3

8
i12

42
i16i4x 21 �=

��
===

�
+�

=
                       

02ix3x2   را به كمك فورمول محمد بن موسى در ساحة اعداد  =�+ مثال3:  معادلة 
مختلط حل كنيد. 

 
 

 

i
2

i2xi2
2

i4x
12

ii3x

i1

1898i3)2(14)i3(ac4b

212,1

2222

�=
�

=�=
�

=
�
±�

=

±=�±='±

�=+�=+�=����=�='

                              

013x4x2    را حل كنيد. =+� 018x6x2   و =+�  ،  03x2 =+ معادله هاى 

)23( باشد. i� و  )23( i+ 1( معادلة درجه دوم را پيدا كنيد كه جذر هاى آن 
2( معادله هاى زير را حل كنيد:

 
  

                                                                                                  

 

02xx3,01x,041x8x

05x3x4,018x6x,013x4x
242

22

=++=�=++

=�+�=+�=+�2

                         
3( معادله هاى درجه دوم را تشكيل نماييد كه جذر هاى شان طور زير داده شده باشند:

 

 
 

                                

فعاليت

 

iiii
i

iii

iiii
iiii

+��+

��
�+�+

2,2
2
1

3
2,

2
1

3
2

1,3,2

5,54,4
1,152,52
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خلاصة فصل

t اعداد منفى در ست اعداد حقيقى جذر جفت ندارند، ليكن در ست اعداد مختلط اعداد 
منفى جذر جفت دارند.

�tاعداد مختلط از اتحاد اعداد حقيقى و اعداد موهومى حاصل مى شوند.
�tمربع اعداد حقيقى مثبت، اما مربع اعداد موهومى منفى مى باشند.

112 �=��= ii  

�1  يك فكتورشان باشد، اعداد موهومى  مى گويند. �tاعدادى را كه 
�tاعداد مختلطC طور زير تعريف مى شود:

 }1i,IRb,a,biaz/z{C �=�+==                                                     

z  و bi  را قسمت  a را قسمت حقيقى biaz  مى باشد كه += �tشكل معيارى عدد مختلط 
)Re(za = z(imgbi(  و  = موهومى z مى گويند يا 

به  تقسيم مى كنيم كه مساوى   4 بالاى  را   i توان   ، iمختلف توان هاى  نمودن  پيدا  براى  �t
يك مى شود، اگر بالاى آن پوره تقسيم نشود، پس توان حرف i را مساوى به باقيماندة عملية 

 i)i)(1(ii)i( 3334441379 �==�= � rrk  يا   ii =+4 تقسيم بر 4 مى شود؛ مانند:

  0=a a را عدد حقيقى خالص و اگر  b=0 باشد،  ،  biaz += �tاگر در عدد مختلط 
باشد bi را عدد موهومى خالص مى گويند.

عدد  )0b,0a( == باشند، �tآن عدد مختلط كه قسمت هاى حقيقى و موهومى آن صفر 
مختلط صفرى گفته مى شود.

و  حقيقى  قسمت هاى  مى باشندكه  مساوى  همديگر  با  وقتى   2z و   1z مختلط عدد  دو  �t
   )zRe()zRe(�)z(gIm)z(gIm 2121 == موهومى شان باهم مساوى باشند.

�tحاصل جمع دو عدد مختلط، يك عدد مختلطى است كه قسمت حقيقى آن از حاصل جمع 
قسمت هاى حقيقى دو عدد داده شده و قسمت موهومى آن نيز از حاصل جمع قسمت هاى 

موهومى اعداد داده شده به دست مى آيد.

�tحاصل تفريق دو عدد مختلط، عدد مختلطى است كه قسمت حقيقى آن از حاصل تفريق 
دست   به  موهومى  قسمت هاى  تفريق  حاصل  از  آن  موهومى  قسمت  و  حقيقى  قسمت هاى 
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آمده باشد.

و  ضرب  تفريق،  جمع،  عمليه هاى  پس  باشند،   iyxz 222 += و   iyxz 111 += اگر �t
تقسيم آن ها طور زير تعريف مى شود:

 

                                     

 

)0z(,i
yx

xyxy
yx

yyxx
z
z

i)xyyx(yyxxz.z

i)yy()xx(zz

i)yy()xx(zz

22
2

2
2

1221
2
2

2
2

2121

2

1

2121212121

212121

212121

z
+
�

+
+
+

=

++�=

�+�=�

+++=+

                                        
yixZ  مى باشد. �= yixz   عبارت  += �tمزدوج عدد مختلط 

 

 
 

 

2

1

2

1

122121

2121

2121
22

z
z)

z
z(

zzzzzzy2yi2zz

zzzzx2x2zz

zzzzyxzz

=

�=�=�==�

�=�==+

+=++=

                                    

bia   و معكوس ضربى آن    �� biaz   عبارت  از  += �tمعكوس جمعى عدد 
 مى باشد.

 
i

ba
b

ba
a

2222 +
�

+

عملية  عينيت  عنصر   i01+ و  مختلط  عدد  جمع  عملية  عينيت  عنصر   )0,0(00 =+ i �t
ضرب اعداد مختلط مى باشد.

�tمعادله هاى درجه دومى كه در ست اعداد حقيقي حل ندارند در ست اعداد مختلط حل 
دارند.
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تمرین فصل

)i(51  مساوي است به:   )1
i)di)c1)b1)a ��                                  

�98i    مساوى است به: 2( عدد موهومى
i)di)c1)b1)a ��                                

67i   مساوى است به: 3( عدد موهومى

 i)d1)c1)bi)a ��                                 
مساوى است به :   i4i7 �   )4

3)d3)ci3)bi3)a ��                               
مساوى است به : i4i3 �   )5

 i12)di12)c12)b12)a ��                            

 مساوى است به:
 
i8
i64

  )6
 i8)di8)c8)b8)a ��                              

مساوى است به: i
9
2i

9
7

�    )7

 
i

81
14)di

81
14)c

81
14)b

81
14)a ��

                           

مساوى است به:
 

5
11
�
�

  )8

 
i

5
11)di

5
11)c

5
11)b

5
11)a ��   

                           

مساوى است به:
51
51
��

�
   )9

 
)di

5
5)c

3
5)b

5
5)a �   )di

3
5 هر سه جزء درست نيست
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مساوى است به:
 
iy

xi
�  )10

   
y
x)d

y
xi)c

y
x)b

y
x)a �

                         
11( اعداد مختلط زير را باهم جمع كنيد:

 
 

 
)i32()i32()i1()i1(
)dic()bia()i52()i43(

�++�++
++++++

                                                      
12( اعداد مختلط زير را تفريق نماييد:

 
  

 
)i1()i1()i34()i44(

)i23()i23()i44()i34(
��++�+
+��+�+

                                      

مساوى است به:   )iba2()iba2( ��+    )13
 a4)dib2)cib2)bib)a ��                           

)i32)(i32( مساوى است به: +� 14( حاصل ضرب
 i9)d13)ci13)b13)a �                                                     

15(اعداد مختلط زير را به شكل a+bi بنويسيد.
 
 

                                         

 
512 i)i23(i

)i2)(i34()i43()i52(4

�

+���+

                                                                   
i42z�i1z  باشد نشان دهيد كه: 12 �=�= 16( اگر 

2

1

2

1
21212121 z

z)
z
z(,zzzz,zzzz =�=�+=+

17( معكوس جمعى و معكوس ضربى اعداد مختلط زير را دريابيد:                                        
  

i2,i3,i26,i37,i52,bia2,yi
2
1x3 +�+�+�+��

               

0125 را حل كنيد. 2 =++ xx 18( معادلة 

,

,

,

,

,

,



فصل هفتم
هندسه تحليلى



به  يا  مى كند؛  يك جا  باهندسه  را  الجبر  تخنيك هاي  كه  است  علمي  تحليلي  هندسة 
عبار  ت ديگر هندسة تحليلى ما را قادر مى سازد كه در حل مسائل هندسى از روش ها و 
معادلات الجبرى استفاده نماييم و همچنين از اصول هندسى در مساوات هاى الجبرى 

استفاده نماييم.
قبل  قرن  چهار  به  نزديك  يونانى ها  بوده،  الجبر  شاخة  قديمى ترين  از  يكى  هندسه، 
)300( سال قبل توسط  در اين مورد به طور منظم تحقيق و مطالعه كردندكه تقريباً 

ايوكليد )Euclid( سيزده )13( جلد كتاب تشريح و تفسير شده بود.
اختراع هندسه تحليلى توسط يك عالم فرانسوى رين دكارتس

مى كرد  زنده گى  ب.م(   1596-1650( سال هاى  در  كه   )Rene Descartes(
صورت گرفت كه روش هاى الجبرى را در هندسه معرفى و از آن استفاده كرد كه به 

نام هندسة تحليلى )Analytic geometry( يا هندسه همآهنگ
 )Coordinate geometry( ياد مى شود.

نامبرده در سال )1637 م( يك نسخه را به نام )La geometry( تحرير كرد.
خلص اين كه چطور از هندسه و الجبر يك جا استفاده مى شوند در اين فصل هدف ما 

اين است كه به طور خلص اساسات اين مضمون را مطالعه نماييم.



305

فعاليت

را عمود باهم رسم كنيد و نقطة تقاطع اين دو   'YY و  'XX  در مستوى كميات وضعيه دو خط

Origin)( محورهاى كميات وضعيه مى نامند.   )O( بناميدكه نقطة O را مبدأى خط را

دو خط عمود باهم به نام محور هاى كواردينت )Coordinate axises( ياد مى شوند كه 

YOY' عبارت از محورY مى باشد. XOX' محور X  و خط عمودى خط افقى

واضح است تمام اعدادى كه بالاى محور X به طرف راست مبدأ واقع باشند مثبت واعدادى 

كه به طرف چپ مبدأ واقع باشند منفى مى باشند. و نيز اعدادى كه بر روى محور Y به طرف 

بالاى مبدأ قرار دارند مثبت و پايين مبدأ منفى مى باشند. 

فرض مى كنيم كه p در مستوى يك نقطه باشد، مى توانيم كه نقطة p را توسط جورة مرتب 

نشان دهيم، طورى كه از نقطة  p خطوط موازى با محور X  و محورY  رسم  )(OrderPair

مى كنيم كه اين خطوط محور Y  را در نقطة S  و محور  X را درنقطة R  قطع مى كنند. فاصلة 

)y,x(  موقعيت نقطه P  را  yOS   مى باشد در نتيجه، جورة مرتب = xOR  و  = مستقيم  

در مستوى كميات وضعيه تعيين مى كند.

هرجورة مرتب در مستوى توسط يك نقطه و هر نقطة مستوى توسط يك جورة مرتب اعداد 

),( نشان داده مى شود كه x و y  فاصله هاى مستقيم نقطة p  از محور هاى X و  yx حقيقى

Y مى باشند.
 )Coordinate System( اين سيستم را سيستم كارتيزينى يا سيستم كواردينت

سيستم کميات وضعيه يا سيستم کواردنت
 )Coordinate system( 

 ، )7,4(�  ، )2,2(  ، )1,0( � نقــاط آيــا 

)2,0(  را  در سيســتم كميات  � )0,2(  و 
وضعيه تعيين كرده مى توانيد؟
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مى گويند.

مركبة اول جورة مرتب مختصة x و مركبة دوم جورة 

 )y-Coordinate( يا  y مرتب را مختصة

چهار  به  را  مستوى  كواردينت  محور هاى  مى گويند. 

ربع )quadrants( تقسيم مى كند، طورى كه در ربع 

y<0  در  ، 0<x y<0  در ربع دوم  ، 0>x اول 

x<0  و  y>0  و در ربع چهارم  ، 0<x ربع سوم 

y>0  مى باشند. 

�F)0,2( را در  E)2,0( و ، )5,3( �D ، )5,2(C ، )2,4( ��B  ، )3,2(�A مثال1: نقاط
مستوى كميات وضعيه تعيين كنيد.

حل 

�tنشان دهيد تمام نقاطى كه بالاى محور X  واقع اند مختصة y  آن ها صفر و نقاطى كه بالاى  
محور Y  قرار دارند مختصه x  آن ها صفر مى باشند.

)0,4( در كدام ربع  )4,0( و  ، )3,2( ��  ، )3,2( �  ، )3,2(�  ، )3,2( نقاط �tبگوييد كه 
قرار دارند.

:)Distance between two points( فاصله بين دونقطه
B)2,1( چند واحد مى باشد؟ A)8,4( و آيا مى توانيد بگوييد كه فاصله بين نقاط 

),( دو نقطه در مستوى باشند، مى توانيم كه فاصله بين نقاط  222 yxP ),( و  111 yxP اگر 
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  توسط قضيه فيثاغورث 
'

231 PPP 21 را با استفاده از مثلث قايم الزاويه PPd = 2P يا 1P  و 
به دست مى آوريم، طورى كه در شكل مشاهده مى شود.

 

2
21

2
21

2
12

2
1221

2
32

2
31

2
21

)yy()xx(

)yy()xx(PPd

)PP()PP()PP(

�+�=

�+�==

+=

                                                                        

),( بالاى خط افقى قرار داشته باشند در اين  222 yxP و ),( 111 yxP متوجه بايد بود كه اگر 

21  مى شود،  طورى كه در شكل )a( نيز مشاهده مى شود. yy = صورت 

 
12

2
1221 xx0)xx(PPd �=+�==                                                                       

مى باشد طورى  21 xx = 2P بالاى خط عمودى قرار داشته باشند در اين صورت 1P و اگر

كه در شكل )b( نشان داده شده است:

 
1212

2
1221 yy)yy()yy(0PPd �=�=�+==

2)5,1(  را دريابيد. ��P 1)2,3(  و  �P مثال2: فاصله بين نقاط 
حل

              

2
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فعاليت

 حل
 

525)3()4(2)](5[3)1(

)yy()xx()y(y)x(xPP

2222

2
12

2
12

2
21

2
2121

==�+�=���+��=

�+�=�+�=

                       

P2)0,2(  را دريابيد. P1(8,0) و   فاصله بين نقاط  

  )5,2(�C B)1,2(  و   ، )3,2( ��A مثال3: توسط فورمول فاصله نشان دهيد كه 
رأس هاى يك مثلث قايم الزاويه مى باشند.

حل

 
   

 

64CA

643232BCAB

64)]3(5[)]2(2[CA

32)15()22(BC

32)]3(1[)]2(2[AB

2

22

22

22

22

=

=+=+

=��+���=

=�+��=

=��+��=

                                                            
222  است.

BCABCA += چون: 

CBA  قايم الزاويه مى باشد.
'

پس مثلث 

�C)5,1( رأس هاى مثلث قايم الزاويه  )5,3( و �B ، )3,6(�A نشان دهيد كه نقاط 

مى باشند.

يك نقطه روى محيط دايره باشد طول شعاع  )4,3(P مركز دايره و  )0,0(C مثال4: اگر 
اين دايره را دريابيد.
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حل

 
 

525169

)04()03()yy()xx(RPC 222
12

2
12

==+=

�+�=�+�==

                          

در مستوى سيستم كميات وضعيه، نقاطى كه بالاى محور X  واقع اند مختصة y  آن ها صفر 

و نقاطى كه بالاى محور y  قرار دارند مختصة  x آن ها صفر مى باشد.

),(  از فورمول 22 yxQ ),(  و  11 yxP فاصله در بين دو نقطه 

2  به دست مى آيد.
12

2
12 )yy()xx(|PQ|d �+�==
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1- در نقاط داده شدة زير، فاصلة كدام نقطه از مبدأى كميات وضعيه 15 واحد مى باشد؟ 
 

 

 

)
2

15
,

2

15
(:d

)15,1(:c

)10,10(:b

)7,176(:a

�

قايم الزاويه  مثلث  رأس هاى   )2,0( �C و   )1,3(B  ، )2,0(A نقاط  كه  دهيد  نشان   -2
مى باشند.

)3,0(  را دريابيد. � )5,0(  و  3- فاصله بين نقاط 

(  را دريابيد.
4

3
,1(
�

�B ,3(  و 
2

1
(�A 4- فاصله بين نقاط 

5- فاصله بين نقاط )7,11( و )1,3( را دريابيد.

6- فاصله بين نقاط )3,6( و )1,2( را دريابيد.

7- فاصله بين نقاط )3,7( و )12,19( را دريابيد.

تمرين
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نقطه يى  وضعيه  کميات  دريافت 
که يک قطعه خط را به يک نسبت 

تقسيم مى کند.

آيا مى توانيد كميات وضعية نقطة وســطى 

و  )1,3(A خــط مســتقيم را كــه از نقــاط 

�B)4,2( مى گذرد دريابيد؟

 r 21 را  به نسبت PP ),(  باشــد كه خط مســتقيم  yx اگر كميات وضعية نقطة p  عبارت از 

2PNP  داريم كه:
'

PMP و 
'

1   باشد. از تشابه  دو مثلث 
 
r

PP

PP

2

1 = تقسيم مى نمايد يا 

 

r1

ryy
y

r1

rxx
x

yryy)r1(xrxx)r1(

yryryyxrxrxx

ryryyyrxrxxx

r
yy

yy

NP

PM

PP

PP
r

xx

xx

PN

MP

PP

PP

2121

1212

1212

2121

2

1

22

1

2

11

2

1

+
+

=
+
+

=

+=++=+
+=++=+
�=��=�

=
�
�

===
�
�

==

 
 
 
   
                  

P1)3,6(  و  � مثـال1: كميــات وضعيه نقطة P را در يابيد، اگر خط مســتقيمى كه از نقاط 

 باشد.
 

3

2

PP

PP

2

1 =   تقسيم نمايد. يا 
3

2
P2)2,5( مى گذرد به نسبت  �

حل

 
,

5

8

3
2

1

65
3
2

r1

xrx
x

3

2
r5x6x

12

21

�=
+

��
=

+
+

=

==�=
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yry
y,

5

8

3
2

1

65
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1212
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+

+
�

=
+

+�
=

+
+

=�=
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��
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+
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==�=

 )1,
5

8
(P
�

پــس كميات وضعية نقطة  

21  را به  PP مى باشد كه خط مستقيم  

  تقســيم مى كند. متوجه بايد 
3

2
نسبت 

  21 PP بود كه اگر نقطة P، خط مستقيم 
r>0  مى باشد.   r<0  و اگر خارجاً تقسيم كند  را داخلاً به يك نسبت تقسيم نمايد

طور مثال: در شكل مشاهده مى شود كه نقطه p قطعه خط

21  را داخلاً به نسبت r تقسيم مى كند يا  PP

  هم جهت 
2PP PP1  و به عبارت ديگر اگر 

 21PP r<0 و اگر نقطه P قطعه خط  باشد 

PP1 و  را خارجاً به نسبت r تقسيم كند يا 

r>0  مى باشد.  2PP مختلف الجهت باشد 

مى باشد طورى 
 

 
r

PP

PP

2

1 �= در اين صورت 

كه در شكل فوق مشاهده مى شود.

1)4,8(  و    �P مثـال2: كميــات وضعية نقطة p را دريابيد، اگر خط مســتقيمى كه از نقاط 

2)1,2( مى گذرد. �P

  تقسيم نمايد.
3

2
�   تقسيم نمايد.        b: خارجاً به نسبت 

3

2
 a : داخلاً به نسبت 

:a حل
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 تقســيم مى نمايد 
3

2
21  را داخلاً به نســبت PP پس كميات وضعية نقطة p كه خط مســتقيم 

�)2,4( مى باشد. عبارت از

 تقسيم مى نمايد؛ پس:
3

2
21  را خارجاً به نسبت  PP b: چون نقطة P قطعه خط

 

 
 

 

14

3
2

1

4)1)(
3
2

(
y,28
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2

1

82)
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2

(
x
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2
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  تقســيم مى كند 
3

2
21  را خارجاً به نســبت  PP پس كميات وضعية نقطة p كه قطعه خطى

مى باشد.  )14,28(� عبارت از

  )3,2(�B A)6,4( و   كميات وضعية نقطة p را دريابيد طورى كه قطعه خطى را كه از نقاط  

  تقسيم كند.
2

1
مى گذرد، داخلاً به نسبت 

r=1 است و كميات  21  واقع باشد در اين صورت   PP اگر نقطة p در وسط خط مستقيم 

2
21 xx

x
+

=  =y و 
2

21 yy +
وضعية  نقطة p عبارت است از: 

 )5,7( � �)4,10(   و  مثال3: كميات وضعية نقطة وسطى قطعه خطى كه از نقاط 

مى گذرد، دريابيد.
حل 

  

2

1

2
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فعاليت
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21  را به نسبت r تقسيم مى كند، عبارت است از: PP كميات وضعية نقطة p كه قطعه خط 

21  عبارت  PP   وكميات وضعية نقطة وســطى قطعه خط 
 

r1

yry
y,

r1

xrx
x 1212

+
+

=
+
+

=

مى باشد.
 

 

2

yy
y�

2

xx
x 2121 +

=
+

= است از

21 را داخلاً به يك نسبت r تقسيم كندr مثبت واگر خارجاً تقسيم  PP اگر نقطة p قطعه خط  
كند r منفى مى باشد.

)1,2(  مى باشد، اگر نقطة  � ، عبارت از   AB 1- كميات وضعية نقطة وســطى خط مســتقيم

)3,1(  باشد، كميات وضعية نقطة B را دريابيد. ��A
)4,2( مى گذرد  ��B A)1,3(  و  2- كميات وضعية نقطة وســطى قطعه خط را كه از نقاط 

دريابيد.

  )3,2(�B A)6,4(  و  3- كميــات وضعية نقطه يى را دريابيد كه قطعه خطى را كه از نقاط 
مى گذرد. 

 تقسيم كند.
2

1
  تقسيم كند.                 b: خارجاً به نسبت 

2

1
a : داخلاً به نسبت 

تمرين
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    ميل يک خط مستقيم
)Slope of a straight Line(   

آيا گفته مىتوانيد كه ميل كدام سطح مايل 
زياد است؟

l با جهت مثبت محور X  مى سازد.  زاوية �  كه خط مستقيم

l ياد مى شود. به نام زاويه ميل خط مستقيم

=�0  و اگر  l با محور x  موازى باشد طورى كه در شكل مشاهده مى شود، اگر خط مستقيم

=°  مى باشد. 90� با محور y موازى باشد

وقتى كه ما به يك سطح مايل )inclined plane(  به طرف بالا حركت مى كنيم ما در عين 

وقــت يك فاصلة افقى)run( و يك فاصلة عمــودى ) rise( را طى مى كنيم. اگر ميل يك 

خط مستقيمAB را به m نشان دهيم. 
                                                                                    

  

 
T=== tan

x

y

run

rise
m

                                                                                              

ميل خط مستقيم عبارت از tan زاويه ايست كه خط مستقيم با جهت مثبت محور x مى سازد.

°>T>°  باشد ميل خط  18090 >T>°   باشــد ميل خط مســتقيم مثبت و اگر  900 اگر 

00tan اســت؛ پس ميل صفر و اگر  =° T=0   باشد چون  مســتقيم منفى مى باشــد و  اگر

90tan°  تعريف نگرديده  T=°  باشــد ميل خط مســتقيم تعريف نشده اســت، زيرا كه 90

است.

 o                          o                                  o
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در مورد ميل هاى محور هاى X  وY چى فكر مى كنيد؟

),( Q مى گذرد، عبارت   22 yxQ yP(x( و 11 l كه عمود نباشد و از دو نقطة  ميل خط مستقيم 
از:

است، زيرا طورى كه در شكل مشاهده مى شود:
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tanm
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tanm ==T=

                                                                                                                    

AB   مساوى با ميل خط  اگر ســه نقطه B،AوC را طورى داشته باشيم كه ميل خط مستقيم 

BC  باشد نقاط B،A وC روى عين خط مستقيم واقع اند و يا BC//AB مى باشد. مستقيم

P2)10,6(  مى گذرد دريابيد. 1P)4,2( و مثال1: ميل خط مستقيمى را كه از نقاط 
حل
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C)0,6( بالاى يك خط مستقيم  B)2,3( و  ، )6,3(�A مثال2: نشــان دهيد كه ســه نقطه
واقع اند.

 AB ميل خط مستقيم
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 BC   ميل خط مستقيم

3

2

36

20
BC �=

�
�

=

AB�BC  مســاوى  چــون ميل هاى خطوط 

انــد. پــس نقــاط B،AوC بــالاى يك خط 

مستقيم قرار دارند. 

نتيجـه: ميل در تمام نقاط خط مســتقيم باهم 
مساوى مى باشد.

)11,5(  مى گذرد. �)4,2( و t ميل خط مستقيمى  را دريابيد كه از نقاط
)15,10(    بالاى  )5,7(  و  ، )5,4( � t با اســتفاده از ميل خط مســتقيم نشان دهيد كه نقاط 

يك خط مستقيم واقع اند.

2l  دو خط مستقيم باشند كه ميل هاى شان  1l  و اگر

2m باشد: 1m و به ترتيب

  21 mm = 2l  موازى باشــد 1l با 1- در صورتى كه

21 مى باشد. T=T است، زيرا كه مطابق شكل
  

21

21

mm

tantan

=

T=T
    

2l  باهم عمود باشند:  1l و  2-  اگر 

. يا  0121 =+mm يا 
 

2
1 m

1
m �=

121  مى باشد. �=�mm

),( مى گذرد از فورمول    222 yxP ),( و 111 yxP ميل يك خط مستقيم كه از دو نقطه
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به دست مى آيد. ميل محور X و خطوطى كه با محور  X موازى
 

21

21

12

12

xx

yy

xx

yy
m

�
�

=
�
�

=

 باشند، صفر و ميل محور Y  و خطوطى كه موازى با محور Y  باشند تعريف نشده است. اگر 
زاوية ميل يك خط مستقيم حاده باشد ميل آن مثبت و اگر منفرجه باشد ميل آن منفى 

مى باشد و اگر زاويه ميل خط مستقيم صفر باشد ميل آن صفر است.

)7,2(  مى گذرد.  )2,3(  و  � 1- ميل خط مستقيمى را دريابيد كه از نقاط 
)6,2(  رأس هاى يك مثلث باشند ميل هر ضلع مثلث  ��C �B)2,4( و   ، )6,8(A 2- اگر 

را دريابيد.

   )2,2( aac � ),( و  bac +  ، )2,( ba 3- با استفاده از ميل خط مستقيم نشان دهيد كه نقاط 
بالاى يك خط مستقيم واقع اند.

CD   از نقاط B)4,2( مى گذرد و خط مستقيم   )2,1( و  �A AB  از نقاط 4- خط مستقيم  
�D)2,8( مى گذرد اين دو خط باهم:  C)1,4( و 

a - موازى اند                   b - عمود اند               c - هيچ كدام 
x=3 باهم: y=3 و خط مستقيم 5- خط مستقيم

a - موازى اند                  b - عمود اند                c - هيچ كدام 
x=3  باهم: x=�1 و  6- خطوط مستقيم

a - موازى اند                 b - عمود اند                c - هيچ كدام 
y=�3 مساوى است به  7- ميل خط مستقيم

     f  -d                             1�  -c               صفر -b                                 1 -a
03,0x   مساوى است به:  = 8- ميل خط مستقيم 

�d                           1- تعريف نشده است.  -c        صفر -b                          1 -a

 ميل تعريف

 نه شده
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معادلة يک خط مستقيم
)Equation of a straight Line(

CD   را  آيا مى توانيد معادلة خط مســتقيم 
كه موازى با محور x  است دريابيد؟

1- معادلة خط مستقيمى که موازى با محور X باشد
l واقع باشــند از محور X فاصله هاى مســاوى دارند يا به  تمام نقاطى كه بالاى خط مســتقيم

عبارت ديگر، مختصة y  تمام نقاطى كه بالاى خط مســتقيم 

موازى با محور X واقع باشــند باهم مساوى است. اگر فاصله 

l  و محور x را b  بناميم معادلة خط مستقيم  عبارت  بين خط 

by مى باشد. = از 

l فــوق محور  b<0  باشــد خط مســتقيم اگر 

 X پايين محور l0  باشــد خــط<b X و اگر 
b=0 باشــد خطl  بالاى محور X واقع  و اگر

مى باشد.

مثـال1: معادلــة خط مســتقيمى را كــه از نقطة 
)3,2(  مى گــذرد و با محور X موازى باشــد، 

دريابيد.

y=3 معادلة اين خط مى باشد. حل: 

معادلة محور  X را بنويسيد.

o

0
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2- معادلـة خط مسـتقيمى که با محور Y موازى باشـد: تمــام نقاطى كه بالاى خط 
l كه با محورY موازى است واقع باشند، فاصلة آن ها  مستقيم 

l از محور Y را   از محورY مساوى مى باشند؛ اگر فاصلة خط 

a بناميم كه a  مختصة اول اين نقاط مى باشد، پس معادلة خط 
ax مى باشد. = l عبارت از  مستقيم 

a<0 باشــد خطl به طرف راست محورY واقع است.  اگر 

a>0  باشــد خطl به طرف چپ محور Y قرار دارد و  اگر 

a=0  باشد خطl بالاى محور Y قرار دارد. اگر 

مى گذرد  )3,2( مثال 2: معادلة خط مستقيمى را كه از نقطة 
و با محور Y موازى باشد، دريابيد.

x=2 معادلة اين خط مى باشد. حل: 

معادلة محور Y را بنويسيد.

3- معادلـة خـط مسـتقيمى که ميـل و نقطة تقاطـع آن با محور Y معلوم باشـد 
)معادلة معيارى خط مستقيم(

)0,( نقطة تقاطع اين خط مستقيم با محور bC ),( يك نقطة خط مستقيم l  باشد و yxP اگر 

Y باشد در اين صورت، ميل خط مستقيم l عبارت است از: 

 

x

by

0x

by
m

�
=

�
�

=

 bmxy += mxby  يا  =�

 0

 0
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mxy   مى باشد كه در اين صورت، خط مستقيم از  = b=0  باشد معادلة خط مستقيم  اگر 

مبدأى كميات وضعيه مى گذرد. 

مثال3: معادلة خط مستقيمى را دريابيدكه:

a- ميل آن 2 و محور Y را در 5 قطع كند.

(  باشد. 6� قطع كند و عمود بر خطى باشد كه ميل آن )
 3

4
b- محور Y را در

حل 

 5=b m=2 و   :a
 5x2ybmxy +=�+=                                                                                       

 

6

1

6

1

m

1
m

1
2 =

�
�=�= b: ميل اين خط مستقيم عبارت از 

 بوده؛ پس:
6

1
=m و 

3

4
=b

  

3

4
x

6

1
ybmxy +=�+=                                                                                       

086 مى توان  =+� yx 8xy6  و يا  =�  ، 86 += xy كــه اين معادلــه را به اشــكال 

نوشت.

4- معادلة خط مستقيمى که ميل و يک نقطة آن معلوم باشد

),(  مى گذرد. 11 yxQ معادلة خطl كه ميل آن  m و از نقطة 

 ),( yxP ),( و 11 yxQ ),(  يك نقطة اختيارى خط مســتقيم l  باشد. چون نقاط yxp  اگر 

بالاى عين خط مستقيم واقع اند، پس ميل  اين خط مستقيم  مساوى است به:

 
)xx(myy

xx

yy
m 11

1

1 �=��
�
�

=
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)1,5( مى گذرد. �)2( و از نقطة  مثال4: معادلة خطى مستقيمى را دريابيد كه ميل آن 
حل 

 

 

11x2y

)5x(21y

)xx(myy 11

+�=
��=�
�=�

                                                                                                 

 011yx2 =�+ يا                                                                                                      

5- معادلة خط مستقيمى که دو نقطة آن معلوم باشد
),( يك  yxP ),( مى گذرد و 22 yxR ),( و  11 yxQ ميل خطl كه عمود نباشــد و از نقاط

نقطه اختيارى خطl  باشد چون ميل خط مستقيم در هر نقطه با هم مساوى مى باشد؛ پس:

 

)xx(
xx

yy
yy

xx

yy

xx

yy

xx

yy

xx

yy

xx

yy

1
12

12
1

12

12

1

1

12

12

2

2

1

1

�
�
�

=�

�
�

=
�
�

�
�

=
�
�

=
�
�

                                                                            يا       

)4,6(  مى گذرد. � و  )1,2(� مثال5: معادلة خط مستقيمى را دريابيدكه از نقاط 
حل

  
)]2(x[

)2(6

14
1y ��

��
��

=�
                                                                                     

)2(
8

5
1 +

�
=� xy 0285       يا                =++ yx

6: معادلة خط مستقيمي که نقطة تقاطع آن با محورها معلوم باشد
l محور X را درa  و  l باشد و خط مستقيم ),( يك نقطة اختيارى خط مستقيم yxP اگر

)0,( قطع  bB aA),0( و محور Y را در نقطة محورY را در b قطع كند يا محور X را در نقطة 
واقع اند، با استفاده از فورمول  l مى كند. در اين صورت، نقاط B ،A و P بالاى خط مستقيم

 0y,ax 11 ==   by,0x 22 == خط   مستقيمى كه دو نقطة آن معلوم باشد داريم كه: 
مى باشد.

 6x,4y,2x,1y 2211 =�=�==
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)ax(bay)ax(

a0

0b
0y,)xx(

xx

yy
yy 1

12

12
1 �=���

�
�

=��
�
�

=�

           
هردو طرف مساوات را بر ab  تقسيم مى كنيم:

 abaybx =+                                                                                                              
  

 

 
1

b

y

a

x
=+

                                                                                                                   
)0,2(  و محــور Y  را در   مثـال6: معادلــة خــط مســقيمى را دريابيد كه محــور X  را در 

)4,0(  قطع مى كند. �
b=�4 مى باشد. a=2 و  حل:

1=+
b

y

a

x

1
42
=

�
+
yx

04yx2 يا   =��                                                                                 

AB  را  مثلث متساوى الساقين باشد، معادلة خط مستقيم BAO
'

مثال7: در شــكل اگر مثلث

P(2,3)  بگذرد. AB  اين مثلث از نقطة  در صورتى دريابيد كه ضلع

AB   مساوى است به:  حل:  ميل خط 

ميل خط مستقيم   
1

a0

0a
AB �=

�
�

=

 abbxay �=�
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P(2,3)  مى گذرد عبارت است  �)1(  و از نقطة  اكنون معادلة خط مستقيمى كه ميل آن 
از:

)2(13 ��=� xy 05        يا              =�+ yx
معادلة خط مستقيمى كه يك نقطه و تقاطع آن با محور y معلوم باشد عبارت از

bmxy    مى باشد. +=

)(  است. 11 xxmyy �=� معادلة خط مستقيمى كه ميل و يك نقطة آن معلوم باشد 

)(   و معادلة  1
12

12
1 xx

xx

yy
yy �

�
�

=�  معادلة خط مستقيمى كه دو نقطة آن معلوم باشد 

+=1 مى باشد.
b

y

a

x
خط مستقيمى كه نقاط تقاطع آن با محورها معلوم باشد. 

1- معادله هاى خطوط  مستقيم زير را دريابيد:
)9,7( مى گذرد. � a: معادلة خط موازى با محورX كه از نقطه
�)3,5( مى گذرد. b: معادلة خط عمود بر محور X كه از نقطه

2- معادله هاى خطوط مستقيم زير را دريابيد:
�)5,6(  بگذرد.  a: كه ميل آن 7 و از نقطه 

)3,8( بگذرد. � b: ميل آن صفر و از نقطة 
�)5,8(  بگذرد و ميل آن تعريف نشده باشد. c: از نقطة 

)1,9(  بگذرد. � )3,5(  و  �� d: كه از نقاط 
�9 قطع كند. �4  و محور Y  را در  e: كه ميل آن 

 )8,3(C � و  )4,5(B ، )2,3(�A 3- معادله هاى اضلاع مثلث را دريابيد كه رأس هاى آن 
باشند.

)6,4( مى گذرد و عمود بر خطى باشد  �� 4- معادلة خط مستقيمى را بنويسيد كه از نقطة 

 مى باشد.
2

3�
كه ميل آن 

)5,11( بگذرد و موازى با خطى باشد كه  � 5- معادلة خط مستقيمى را بنويسيد كه از نقطه 
( مى باشد.  24� ميل آن  )

تمرين
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7- معادلة نورمال يک خط مستقيم

آيا مى توانيــد بگوييد كه خط نورمال يك 

خط مســتقيم عبارت از كدام خط مستقيم 

مى باشد؟

 p عبارت از lكه طول خط عمود ازمبدأى كميات وضعيه بالاى خط l معادلة خط مســتقيم

Q  زاويه ميل خط عمود باشد عبارت است از: باشد و

 0sincos =�+ Pyx QQ Pyx يا  =+ QQ sincos  

l محــور X  را در نقطــة A  و محــور Y  را در نقطــة B  قطــع مى كند؛ اگر  خــط مســتقيم

OR   عمود بر خط l  باشد، پس  AB   باشد و خط مستقيم  ),( يك نقطة اختيارى خط yxP

را نورمال خطl مى گويند كه P طول نورمال مى باشد.  OR POR   كه خط مستقيم   =

داريم كه: BRO
'

و ARO
'

از مثلث هاى قايم الزاويه

 

OA

P
cos =T   يا 

T
=

cos

P
OA                                                                                      

 

OB

P
)90cos( =T�°  يا

 

T
=

T�
=

sin

P

)90cos(

P
OB

o
                                             

         

°�T=T  مى باشد. sin)90cos( از مثلثات مى دانيم كه: 

)OB,0(  قطع مى كند؛  )OA,0(   و محور Y را در AB  محور X را در  چون خط مســتقيم

AB  عبارت است از:  پس معادلة خط مستقيم
  

1
OB

y

OA

x
=+

                                                                                                          

1

sincos

=+

QQ
P
y

P
x

 



326

فعاليت

Pyx =+ QQ sincos يا                                                                                              

0sincos عبــارت از معادلة نورمال  =�+ Pyx QQ Pyx  يــا  =+ QQ sincos كه 
l مى باشد. خط مستقيم

l   از مبدأى كميات وضعيه مساوى به 5  مثال1: اگر طول خط عمود بر يك خط مســتقيم 
l و معادلة نورمال  120°  باشد ميل خط مستقيم واحد باشد و زاوية ميل خط عمود )نورمال(

و نقطة تقاطع آن با محورY را دريابيد.

P=5 مى باشد. 120Q=° و  حل:

 
 

 

010y3x

)
2

3
120sin,

2

1
120(cos5y

2

3
x

2

1

5120siny120cosx

=+�

=°�=°=+�

=°+°

        

bmxy   مى نويسيم. += معادله را به شكل  lبراى دريافت ميل خط

 
 

3

10

3

x
y +=                                                                                                             

  قطع مى كند.
 
)

3

10
,0(   و محور Y  را در نقطة 

3

1
=m ،l پس  ميل خط

معادلة نورمال خط مســتقيم را دريابيد كه طول نورمال آن 10 واحد و نورمال با جهت مثبت 
30°   را بسازد. محور X زاوية

 )General equation of a straight Line(:8- معادلة عمومى يک خط مستقيم

0cbyax   داراى دومتحــول x و y  اســت، درحالى كــه  b ،a وc  اعداد  =++ معادلــة 

ثابت مى باشــند. )a  وb  همزمان بايد صفر نباشــند( به نام معادلة عمومى يك خط مستقيم ياد 

مى شوند.

 0cax =+  يا
a

c
x �= b=0  باشد                                               0za   و  1( اگر 
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اين معادلة خط مستقيمى مى باشد كه با محور y  موازى است. فاصلة مستقيم اين خط از محور 

 مى باشد.
a

c
� Y عبارت از 

  
b

c
y �= 0cby  را به خود مى گيرد يا  =+ 0zb باشد معادلة شكل a=0  و  2(   اگر 

اين معادلة خط مستقيمى مى باشــد كه با محور X موازى اســت و فاصلة مســتقيم اين خط از 

 مى باشد.
b

c�
محور X  عبارت از  

0zb  باشد 0za   و  3(    اگر 

 caxby ��= يا 
 
bmx

b

c
x

b

a
y +=�

�
=                                                               

  قطع مى كند. 
b

c�
  و محور y  را در 

b

a
m

�
= معادلة خطى است كه ميل آن 

1-تبديل معادلة عمومى يک خط مستقيم به شکل معادلة معيارى آن

0cbyax  به شكل معادلة معيارى يك خط مستقيم عبارت است از: =++ معادلة عمومى

 caxby ��=   يا 
bmx

b

c
x

b

a
y +=�

�
=                                                               

 قطع مى كند.
b

c�
  و محور  Y را در 

b

a
m

�
= كه ميل اين خط 

039y12x5  را به شكل معيارى تبديل نماييد. =+� مثال2: معادلة عمومى خط مستقيم
حل 

 39x5y12 +=       يا       

12

39
x

12

5
y +=                                                                   

  قطع مى كند.
 

12

39
 و محورY را در 

 

12

5
m = كه ميل آن 
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2- تبديل معادلة عمومى يک خط مستقيم به شکل معادلة خط مستقيمى که ميل 
و يک نقطة آن معلوم باشد

),0( مى باشد؛ پس:
a

c�  و يك نقطه آن 
b

a� كه ميل آن   0cbyax =++ در معادلة

  

b

a
tanm)

a

c
x(

b

a
y

�
=T=+

�
=

                                                                      

039y12x5   را بــه شــكل معادلة خط  =+� مثـال3: معادلــة عمومى خــط مســتقيم 

مستقيمى تبديل كنيد كه ميل و يك نقطة آن معلوم باشد. 

   مى باشد. وميل 
)0,

5

39
(
� 039y12x5   عبارت از  =+�  حل: يك نقطة خط مســتقيم 

  است؛ پس: 
 

12

5
خط 

 

 

12

39
x

12

5
y)

5

39
x(

12

5
0y

)xx(myy 11

+=�+=�

�=�

                                                                  
3- تبديل معادلة عمومى به شـکل معادلة خط مسـتقيمى که دو نقطة آن معلوم 

باشد

)0,( مى گذرد.
b

c�
),0(   و 

a

c�
0cbyax   است از نقاط  =++ خطى كه معادلة آن 
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039y12x5  را بــه شــكل معادلــة خط  =+� مثـال4: معادلــة عمومى خــط مســتقيم
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مستقيمى بنويسيدكه دو نقطة آن معلوم باشد.
  مى گذرد. 

)0,
5

39
(P1

�   و 
)

12

39
,0(P2

039y12x5   از نقاط  =+� حل: خط 
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4- تبديـل معادلة عمومى يک خط مسـتقيم به شـکل معادلة خط مسـتقيمى که 

نقاط تقاطع آن با محورهاى  X و Y  معلوم باشد

 
 

cbyax

0cbyax

�=+
=++

                                                                                                         

تقسيم مى نماييم. )( c� اطراف را بالاى

 
1

c

by

c

ax
=

�
+

�
                                                                                                            

                                                                            
1

b
c

y

a
c

x
=

�
+

�                                                                                                             

039y12x5  را به شكل معادله خط مستقيمى كه نقاط تقاطع آن با  =+� مثال5: معادلة 

محورهاي X و Y معلوم باشد تبديل نماييد.
 39y12x5 �=�                                                                                                          

تقسيم مى كنيم.   39� اطراف را بر
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فعاليت

 

 
)

12

39
,0(

 
و محور Y را در نقطه

 
)0,

5

39
(� بدين معنى كه اين خط مستقيم محور X را در نقطه 

قطع مى كند.

6y2x3  را با محورهاى X و Y،  دريابيد. =� كميات وضعية نقاط تقاطع خط

5: تبديل معادلة عمومى يک خط مستقيم به شکل نورمال آن
Psinycosx مى باشد. =T+T چون مى دانيم كه معادلة خط مستقيم به شكل نورمال 

cbyax   بوده  �=+ 0cbyax    يا  =++ و معادلــة عمومى يك خط مســتقيم عبارت از

كه هردوى آن نشان دهندة عين خط مستقيم مى باشند؛ پس نسبت هاى ضرايب آن ها مساوى 

به يك عدد ثابت K مى باشند.
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ba

1

ba

sincos

b

sin

a

cos

c
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k
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sin
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=

+±

T+T
=
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=
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�
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=
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22

22

22

2

ba

sincos

b

sin

a

cos

+
T+T

=
T

=
T 2

زيرا كه:

 مى شود.
 

22 ba

a
cos

+±
=T  و 

 

22 ba

b
sin

+±
=T در نتيجه:

Qcos داريم  Qsin و 0psinycosx  با عوض كــردن قيمت هاى =�T+T در معادلــة 
كه:

 
 
 

 

2222

222222

ba

c

ba

byax

0
ba

c

ba

by

ba

ax

+±

�
=

+±

+

=
+±

+
+±

+
+±

                                                       
 
k

cos

a
,k

sin

b
=

T
=

T
ويا                                                                                   
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فعاليت

222 acosk =T  ،
222 sin bk =Q ، ak =Qcos  ، bk =Qsin پس: 

 
22222

222222

ba)sin(cosk

basinkcosk

+=T+T

+=T+T

                                                                               

22 bak +±= يا:                                                                                                       
cbyax  را به K تقسيم مى نماييم، داريم كه: �=+ هر دو طرف معادله 

 
 
0

ba

cbyax

22

=
+±

++ يا
 

222222 ba

c
y

ba

b
x

ba

a

+±
�=

+±
+

+±
              

براى اين كه  قيمت p هروقت مثبت اســت علامت مخرج  جذر مخالف علامت c مى باشد.  

c=0  باشد علامت جذر مطابق علامة b مى باشد اگر 

06y3x2  را به شكل نورمال آن تبديل نماييد.  =+� مثال6: معادله 

2)3(  تقســيم مى نماييــم براى اين كه  22 =�+   13± ــل: هر دو طرف معادله را بر ح
13 بايد منفى در نظر گرفته شود. طرف راست مساوات مثبت باشد علامت 

 

13

3
x

13

2
+� y- 

0
13

6
= 0       يا        

13

6y3x2
=

�
+�

Q در ناحية دوم قرار دارد. پس

 '40123o=T نظر به جدول مثلثاتى 
معادلة نورمال خط مستقيم عبارت است از:

 
0

13

6
'40123siny'40123cosx =�+ oo

039125  را به شكل نورمال تبديل كنيد. ++� yx معادلة خط مستقيم 

0sincos و معادلة عمومى يك  =�+ pyx QQ معادلة نورمال يك خط مستقيم عبارت از 
0cbyax   مى باشد. =++ خط مستقيم عبارت از 



332

0760siny60cosx  را به شكل معادلة عمومى  =�°+° 1- معادلة نورمال خط مستقيم

يك خط مستقيم تبديل نماييد.

06225siny225cosx  را به شكل معادلة  =�°+° 2- معادلة نورمال يك خط مستقيم 

عمومى يك خط مستقيم تبديل نماييد.

3- معادله هاى عمومى يك خط مستقيم كه در زير داد شده اند به شكل معادلة نورمال تبديل 

نماييد:   

 07y4x202y5x203x8y15 =++=�+=+�           

تمرين

معادلة عمومى خط مستقيم به شكل نورمال آن عبارت است از:

 
0

ba

c

ba

by

ba

ax
222222
=

+±
+

+±
+

+±
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فاصلة يک نقطه از يک خط 
مستقيم

 Distance of a point from a(
)line

)2,2( را از خط مستقيمى كه  آيا فاصلة نقطة 

+=1  باشد دريافت كرده  yx معادلة آن 
مى توانيد؟

   AB ، d در نظر  بگيريم؛ طورى كه نقطة P بالاى خط   AB اگــر فاصلــة نقطة P  را از خط  

واقع نباشد. ) خطAB  نه خط عمودى و نه افقى باشد(.

  ABرســم كنيد. در اين صورت، معادلة نورمال خط   AB را موازى با   'B'A از نقطة p خط 

 0sincos =�+ pyx QQ عبارت است از 

 ''BA BA''  با خط مســتقيم AB موازى است، پس معادلة نورمال خط  چون خط مســتقيم

 pyxd �+= QQ sincos dp(sinycosx(0 يا  =+�T+T عبارت است از:

BA''  قرار دارد در معادلة فوق عوض  x و y  به  y,x(P( روى خط مســتقيم  11
چون نقطة 

1y  را عوض مى كنيم داريم كه:  1x  و  ترتيب 
 Psinycosxd 11 �T+T=                                                                                      

ايــن معادله، فاصلة نقطــه p را از خط

AB   نشــان مى دهــد در صورتى كه 

معادلــة خــط مســتقيمAB به شــكل 

نورمال داده شــده باشــد و اگر معادلة 

خط مســتقيمAB   به شــكل عمومى  

)0cbyax(   داده شده باشد،  =++
پس:
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فعاليت

 مى باشد.
 

22 ba

c
P

+±

�
= و

 

2222 ba

b
sin,

ba

a
cos

+±
=T

+±
=T چون 

اگر اين قميت ها را در  معادله نورمال خط مستقيم AB عوض كنيم داريم كه:

                                                                                                     
 

22

11

ba

|cbyax|
d

+±

++
=

در معادلــة فاصله اگر نقطــة P  و مبدأى كميات وضعيه به يك طرف خط AB واقع باشــد 

قيمت d منفى مى شــود و در صورتى كه نقطة p و مبدأ به دو طرف خط مســتقيم AB واقع 

باشــد قيمت d مثبت مى شــود. چون فاصله، هر وقت مثبت اســت بايد قيمــت مطلقة آن در 

نظرگرفته شود. )علامت c مخالف علامت جذر مخرج مى باشد(

011y3x4  دريابيد. =�+ �P)8,2( را از خط مستقيم مثال1: فاصلة نقطة 
11c   چون علامه c منفى است بايد علامه جذر مثبت باشد. �= b=3  و   ، 4=a حل: 

 
 
1

5

5

25

11248

)3()4(

11)8(3)2(4

ba

cbyax
d

2222

11 ==
�+�

=
+

�+�
=

+

++
=

                    

0723  دريابيد. =+� yx )8,5( را از خط مستقيم   فاصلة نقطة

)Distance between two parallel lines (فاصله بين دو خط موازى
فاصلــة بين دو خط مــوازى عبارت از فاصله در بين يك نقطه بــالاى يكى از خطوط و خط 

موازى ديگرى مى باشد 

0652   را  =+� yx 013y5x2   و  =+� مثال2: فاصله بين دو خط مســتقيم موازى 
دريابيد.

حل: يك نقطه را بالاى يكى از خطوط موازى در مى يابيم؛ طور مثال: اگر در معادلة 
   013y5x2 =+�                                                                                                         

  0652 =+� yx )3,1(  را از خط مستقيم  y=3 مى شود. حال  فاصلة نقطة  باشد 1=x
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فعاليت

  به دست مى آوريم.
22

11

ba

cbyax
d

+±

++
= توسط فورمول 

 
 

29

7

254

6152

)5()2(

6)3(5)1(2
d

22
=

+

+�
=

�+

+�
=

                                                            

0cbyax  از مبدأى كميات وضعيه )0,0( عبارت  =++ يادداشت: فاصلة خط مستقيم 

 مى باشد.
 

22 ba

C

+
از

7 را دريابيد.
2

3
+�= xy 10y2x3  و  =+ فاصله بين دو خط موازى 

08y3x6  را دريابيد. =�+ 02yx2  و  =++ مثال3: فاصله بين دو خط موازى

2y  مي شود. اكنون فاصله نقطة  �= 0x  شــود  = ، 02yx2 =++ حل: اگر در معادلة 
08y3x6   به دست مى آوريم: =�+ )2,0( را از خط مستقيم  �
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14

936

8)2(3)0(6

ba

cbyax
d

22

11 =
+

��+
=

+

++
=

                                                 

psinycosxd  و 11 �T+T= ),( از يك خط مستقيم از فورمول  11 yxP فاصلة نقطة

  به دست مى آيد.
 

22

11

ba

cbyax
d

+±

++
=  يا 
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تمرين

1- فاصلة بين هر جوره خطوط موازى را كه معادله هاى آن قرار زير مى باشد دريابيد:
   0343 =+� yx 0743     و       =+� yx                                                             

      06y5x12 =�+ 013y5x12     و     =++                                                            

    052 =�+ yx 142 و   =+ yx                                                                                 
0946 دريابيد. =+� yx )1,6( را از خط  �P 2- فاصلة نقطة

0542 مساوى است به:  =++ yx 0863 و  =�+ yx 3- فاصله بين دو خط موازى 

 
)d56)c

56

31
)b

5

31
)a                                  هيچكدام  

02y  عبارت است از: 
5

4
x

5

3
=+� )2,1(  از خط مستقيم  4- فاصله بين نقطة

 

2

1
:d3:c1:b2:a

                                                                     

02y7x24  مساوى است به: =�+ �)7,2( و خط مستقيم 5- فاصله بين نقطة 

 
:d10x4:c

25

1
:b04,0:a 2� هر سه درست اند
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)Circle(دايره  

آيــا معادلة دايره يى را مى توانيد دريابيد كه 

مركــز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع و 

شعاع آن 4 واحد باشد؟

تعريف
دايره، ست نقاطى مى باشند كه فاصلة آن ها از يك نقطة مستقر ثابت باشد. نقطة مستقر مركز 

)Center( دايره و فاصلة مساوى عبارت از شعاع )Radius(  دايره مى باشد.

),( مركز دايره، r شعاع دايره  khC معادلة يک دايره )Equation of a circle(: اگر
),( يك نقطه از محيط دايره باشد. yxP و

مطابق شكل با استفاده از قضية فيثاغورث داريم كه: 

 

 

)r(CPr)ky()hx(

k)(yh)(x)CP(
222

222

==�+�

�+�=

                                                  

معادلة فوق، معادلة معيارى دايره مى باشد؛ اگر مركز دايره در مبدأى كميات وضعيه باشد در آن 

==0  اســت و معادلة دايره  kh صورت 

222 يا  r)0y()0x( =�+� عبــارت از 

222 مى باشد. ryx =+
r=0  باشــد دايره را دايــرة نقطوى  اگر 

)Point circle( مى گويند.
 hx �

 
k

y
�
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فعاليت

)7( واحد باشد.  �)5,3( و طول شعاع آن  مثال1: معادلة دايره يى را دريابيد كه مركز آن 
 3�=h 7r,5k  و  == حل: 

  

015y10x6yx

7)5y()3x(
22

222

=��++

=�++

                                                                                   

معادلة دايره يى را بنويســيد كه مركز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع و شــعاع آن 3 واحد 
باشد.

)General form of an equation of a circle( شکل عمومي معادلة دايره
222 )()( rkyhx =�+�

 0rkky2yhhx2x 22222 =�+�++�
 0rkhky2hx2yx 22222 =�++��+ يا:                                          

crkh فرض شود داريم كه:  =�+ 222 gh و  =� ، fk =� اگر

    0cfy2gx2yx 22 =++++ cfgfygx  يا  �+=+++ 2222 )()(        
),(  و شعاع آن     fg �� و اين معادله را معادلة عمومى دايره مى گويند كه مركز دايره 

cfgr مى باشد. �+= 22

022  باشد دايرة حقيقى وجود دارد. >�+ cfg اگر 

022  باشد دايره، نقطوى است. =�+ cfg اگر 

022  باشد دايره، مجازى است )وجود ندارد( <�+ cfg اگر 

 0rkhky2hx2yx 22222 =�++��+ و يا اگر در معادلة  

crkh قرار داده شود داريم كه:  =�+ 222 bk  و   =� 2   ، ah =� 2  

اين معادلة عمومى  يك دايره نيز مى باشد.  0cbyaxyx 22 =++++

   0FEyDxByAx 22 =�+++ بعضى اوقات، معادلة عمومى يك دايره را به شكل 

BA و هم علامه  باشند. = نيز نشان مى دهند در صورتى كه
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فعاليت

حالات خاص
h=0  باشــد، مركز دايره  222  قيمت  r)ky()hx( =�+� 1 - اگــر در معادلــة دايره 

222 مى باشد.  )( rkyx =�+ بالاى محور Y واقع است و شكل معادلة دايره

k=0  باشــد مركــز دايــره بــالاى محــور X واقــع اســت و معادلــة دايــره   2 - اگــر 

)(222 مى باشد. ryhx =+�

  222 )()( rryhx =�+� rk  باشد دايره با محور X  مماس بوده و معادلة دايره،  = 3 - اگر 

مى باشد.

  222 )()( rkyrx =�+� rh   باشد دايره با محور Y  مماس بوده و معادلة دايره،  = 4 -  اگر 

مى باشد.

  222 rkh =+ 5 - يــك دايره در آن صورت از مبدأى كميات وضعيه مى گذرد كه رابطة 

را صدق كند.

6 - يــك دايره در آن صــورت بالاى محور هاى X  و Y  مماس مى باشــد كه معادلة آن به 

222  باشد. )()( rryrx =�+� شكل، 

5y(x(10  بالاى محور Y قرار دارد.        22 =�+ مثال 2: مركز دايرة
)5y()1x(25   بامحور X مماس مى باشد. 22 =�+� دايرة 

)3(9  بالاى محور X قرار دارد. 22 =++ yx مركز دايرة 

در شكل نشان دهيد كه در مثال دوم مركز  دايرة اولى بالاى محورY قرار دارد، دايرة دومى 

با محور X مماس مى باشد و مركز دايرة دومى  بالاى محور X قرار دارد.

مثال3: معادلة عمومى و معيارى دايره يى را بنويسيد كه 
�)3,2( و شــعاع آن 6 واحد  كميات وضعية مركز آن  

باشد و نيز اين دايره را رسم كنيد:

                                                       

 

023y6x4yx

6)3y()2x(
22

222

=��++

=�++ معادلة معيارى دايره
معادلة عمومى دايره
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010y36x24y5x5   معادلة يك دايره بوده و  22 =++++  مثال4: نشان دهيد كه 

نيز كميات وضعية مركز و طول شعاع آن را دريابيد.

حل: هردو طرف معادله را بر 5 تقسيم مى نماييم داريم كه: 

 

 
02y

5

36
x

5

24
yx 22 =++++

                                                                                
c=2  مى باشد.  و 

 

5

18
f =  ،

 

5

12
g = كه:

  
 
)

5

18
,

5

12
()f,g(

��
=�� )مركز دايره( 

            

5

418

25

418
2

25

324

25

144
cfgr 22 ==�+=�+= شعاع دايره:   

04822  متحدالمركز  =+�+ xyx مثـال 5: معادلــة دايره يــى را دريابيد كه با دايــرة 
062 مماس  =++ yx )Concentric( بــوده و با خط 

باشد.

 04822 =+�+ xyx حل: مركز دايرة 
f,g(C1( بوده كه در معادله   �� عبارت از

 :  0cfy2gx2yx 22 =++++

            

0f0f2

4g4g8g2

=�=
=���=��=

مركز آن دايره نيز مى باشد كه معادلة آن مطلوب است. )0,4(1C نقطة

222  وضع مى نماييم:  )()( rkyhx =�+� 1C را در معادله كميات وضعية
222 )0()4( ryx =�+�

062 مماس  =++ yx 2C را دريابيم، چون دايره با خط مستقيم براى اين كه شعاع دايره

)0,4( از اين خط مستقيم عبارت از شعاع دايره مى باشد. است، پس فاصلة نقطة

   
 

5

10

21

6)0(2)1(4
rd

22
=

+

++
==  يا 

 
20

5

100
r2 ==
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04822 مى باشد. =��+ xyx )20y)4x  يا  22 =+� پس معادلة دايرة مطلوب 

A)1,4( مى گــذرد و مركز آن  B)5,6( و مثـال6: معادلة دايره يــى را دريابيد كه از نقاط

016yx4  واقع باشد. =�+ بالاى خط مستقيم

k,h(C( باشد، معادلة دايره عبارت از:  حل: اگر مركز دايره 

222 مى باشد، چون مركز دايره بالاى خط مستقيم r)ky()hx( =�+�

222 و r)ky()hx( =�+� 16kh4   است   =+ قرار دارد، پس  016yx4 =�+

22  مى باشد.
BCAC = BCAC  و  =

 

 
 
 
 

   

 

015y8x6yx10)4y()3x(

10)14()43(r

3h4k

28k7

16kh4

44k8h4

)5k()6h()1k()4h(

2222

222

2222

=+��+�=�+�

=�+�=

=�=
=
±=±±

=+
�+�=�+�

           
كه معادلة عمومى دايره مطلوب مى باشد.

 01=�y )0,2( مى گذرد و با خط مستقيم )0,0( و معادلة دايره يى را دريابيد كه از نقاط
مماس باشد.

09y4x4yx  را دريابيد. 22 =�+�+ مثال7: كميات وضعية مركز و طول شعاع دايره
حل

 

17)2y()2x(

0922y4y)2()2(x4x

09y4yx4x

09y4x4yx

22

22222

22

22

=++�

=��+++���+�

=�++�

=�+�+
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17r  مى باشد. = )2,2(  و شعاع دايره  � پس مركز دايره

  222 ryx =+ معادلة دايره يى كه مركز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع باشد عبارت از 

  ),( kh و اگر مركز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع نباشد و كميات وضعية مركز دايره 

 0cfy2gx2yx 22 =++++ يا    222 r)ky()hx( =�+� باشد معادلة آن 
0cbyaxyx  مى باشند. 22 =++++ و يا 

1 - معادلة دايره يى را دريابيد كه اگر: 

r=4 باشد. )2,5( و � a( مختصات مركز آن
r=22 باشد. )33,2( و شعاع آن � b( مختصات مركز آن 

)2,1( بگذرد.  )0,0( و از نقطة  c( مختصات مركز آن 
)4,3( بگذرد. �� )0,0(  و از نقطة d( مختصات مركزآن

)6,8( و از مبدأ كميات وضعيه بگذرد. � e( مختصات مركز آن
2 - نخست نشان دهيد كه معادلات داده شدة زير، معادله هاى دايره مى باشند بعد كميات 

وضعية مركز و طول شعاع هريك از آن ها را دريابيد.

 

0cfy2gx2)yx(a

01y4x2y3x3013y4x6yx

0y12x14y5x50y10x12yx

22

2222

2222

=++++

=�+�+=++�+

=+++=�++
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حالات يک خط مستقيم با دايره 

آيا مى توانيد بگوييد كه خط مستقيم

  25yx 22 =+ دايرة   020y4x3 =+�
را در چند نقطه قطع مى كند؟

0cbyaxyx  را در نظر مى گيريم. حالات يك خط مســتقيم  22 =++++ معادلة دايرة 

را بــا دايرة مذكور مورد مطالعه قرار مى دهيم كه آيا خط مســتقيم، دايره را در دو نقطه قطع 

مى كند، خط با دايره مماس مى باشد و يا اين كه خط مستقيم، دايره را هيچ قطع نمى كند.

قيمت x و ياy را از معادلة خط مســتقيم به دســت آورده، در معادلة دايره وضع مى نماييم در 

اين صورت معادلة درجه دوم يك مجهوله به دست مى آيد.

0ac4b2   باشــد خط مســتقيم دايــره را در دو نقطه قطع  >�=' 1( اگــر در اين معادله

مى كند.

0ac4b2  باشد خط مستقيم با دايره مماس مى باشد. =�=' 2( اگر 

0ac4b2  باشد خط مستقيم دايره را قطع نمى كند. <�=' 3( و اگر  

012y2x8yx  را قطع  22 =+��+ 72 دايرة  += yx مثال1: آيا خط مستقيم 
مى كند؟ كميات وضعية نقاط تقاطع را دريابيد.

72 قيمت y  را در معادلة دايره وضع مى كنيم. �= xy حل: از معادلة خط مستقيم

 
 

075x40x5

012)7x2(2x8)7x2(x
2

22

=+�

=+����+

                                                             
 015x8x2 =+�                                                                                                    يا  

 046064154)8(ac4b 22 >=�=���=�='

پس خط مستقيم دايره را در دو نقطه قطع مى كند كه كميات وضعية نقاط تقاطع عبارت اند از:



344

فعاليت

 
 

 

3x,5x

2

48

a2

ac4bb
x

21

2

==

±
=

�±�
=

                                                                              

32 را در معادلة خط مســتقيم وضع مى كنيم  =x 51  و  =x براى يافتن قيمت  y قيمت هاى

داريم كه:

 
 

17327x2y

37527x2y

22

11

�=��=�=

=��=�=

                                                                                   

قطع مى كند. )3,5( و )1,3( � پس اين خط مستقيم دايره را در نقاط

054222 مماس  =�+�+ yxyx 053 با دايرة  =�+ yx مثال2: آيا خط مستقيم  
مى باشد يا خير؟

yx قيمت x  را در معادلة دايره وضع مى كنيم. 35�= حل: از معادلة خط مستقيم 

012

054)35(2)35(
2

22

=+�

=�+��+�

yy

yyyy

)2(014 پس  اين خط مستقيم با دايره مماس مى باشد. كميات وضعية نقطة  2 =���=' و
تماس عبارت اند از:                     

2135

1
2

02

=��=

=
±

=

x

y

)1,2( با دايره مماس مى باشد. پس خط مستقيم در نقطة 

05yx  مماس است؟ يا دايره را در دو  22 =�+ �+=01  با دايرة  yx آيا خط مستقيم 
نقطه قطع مى كند؟ و يا اين كه دايره را هيچ قطع نمى كند؟
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  معادلة مماس و طول مماس

آيا معادلة خطى را دريافت كرده 

)2,3(  با دايره  ��P مى توانيد كه در نقطة 

13yx   مماس باشد؟ 22 =+

),(  با دايره  111 yxP ),( و در نقطه  khC اگر يك خط مســتقيم با دايره يى كه مركز آن  

1

1

xh

yk
m

�
�

= مماس باشد، پس ميل شعاع مساوى است به: 
 

  1

1

yk

xh

�
�

�
 
چون شعاع در نقطة تماس بر مماس عمود مى باشد، ميل مماس مساوى است به

  مى باشد.
1

1

yk

xh

�
�

� ),(  است و ميل آن  111 yxP چون يك نقطة خط مستقيم 

)(  داريم كه: 11 xxmyy �=� نظر به معادلة خط مستقيم 

)( 1
1

1
1 xx

yk

xh
yy �

�
�

�=�
                                                                                      

با دايره مماس است. ),( 111 yxP اين معادله عبارت از معادلة مماس مى باشد كه در نقطة

==0  اســت و  kh و اگر مركز دايره در مبدأى كميات وضعية واقع باشــد در آن صورت 

معادلة مماس اين شكل را به خود مى گيرد.

            2
1

2
111 yxxxyy +=+ يا   

    
)( 1

1

1
1 xx

y

x
yy ��=�

                                              

2  معادلة مماس مى باشد.
11 rxxyy =+ 22 مى باشد، پس

1
2
1 ryx =+ چون 
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مثـال1: معادلة خط مســتقيمى را دريابيد كه 
25yx  مماس  22 =+ با دايره )4,3( در نقطه

باشد.

حـل: چون مركــز دايره در مبــدأى كميات 
 253x4y =�+� وضعيه واقع مى باشد.

   25y4x3 =+ پس معادلة مماس عبارت از 

025y4x3   مى باشد. =�+ و يا  

)2,1( P(3,5)  با دايره يى كه مركز آن  مثال2: معادلة خط مستقيمى را دريابيد كه در نقطه 
است مماس باشد.  

 
 
 
 

                                                                                     

 

21y3x2

)3x(
3

2
5y

3

2

52

31
m

)xx(
yk

xh
yy

5y3x

2k1h

1
1

1
1

11

=+

��=�

�=
�
�

�=

�
�
�

�=�

==
==

 
 021y3x2 =�+ يا:                                                                                                    

طول مماس
واقع باشــد.   222 rk)(yh)(x =�+� y,(xP(   كــه در خارج از دايره 111 اگــر از نقطة 

TP1  به اين دايره  مثل شكل رسم شود و نقطة تماس )T( را به مركز دايره )C( وصل  مماس 

 به اساس قضية فيثاغورث داريم كه: 
 
C
�
TP1 مى كنيم. در مثلث قايم الزاويه 

 22
1

2
1 )CT()TP()CP( +=                                                                                        
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 22
1

2
1 (CT)C)(PT)(P �= يا:                                                                                      

rCT  مى باشد، پس طول مماس  = 2  و
1

2
1

2
1 k)(yh)(x)CP( �+�= از طرف ديگر: 

 22
1

2
11 )()( rkyhxTP ��+�= مساوى است به: 

 
 

به ياد داشــته باشــيد براى يافتن طول فاصله از يك نقطة خارج دايره به امتداد مماس كفايت 

مى كند كه قيمت هاى x  و y نقطه را در معادلة دايره وضع كنيم.

     010y12x14y5x5 22 =�+++ �)10,5(   بر دايره مثـال3: طول ممــاس را از نقطة
دريابيد.

 
02y

5

12
x

5

14
yx 22 =�+++ حل: معادلة را به عدد 5 تقسيم مى كنيم داريم كه:

 
طول مماس  13322414)10()5( 22 =�+�+�=                                              

0y8x6yx  رســم شــده باشد  22 =+�+ �P)2,2( بر دايرة  طول مماس را كه از نقطة
دريابيد.

با وضع كردن يك مجهول از معادلة خط مســتقيم در معادلة دايره، يك معادلة يك مجهوله 

'<0 باشد خط مستقيم دايره را در دو نقطه  درجه دوم به دست مى آيد. اگر در اين معادله

'>0 خط مستقيم دايره  '=0 باشــد خط مستقيم با دايره مماس و اگر  قطع مى كند.  اگر

را قطع نمى كند.
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),( است مماس  kh ),(  بر دايره يى كه مركز آن  111 yxP معادلة خط مستقيمى كه در نقطة
باشد عبارت است از:

 
)xx(

yk

xh
yy 1

1

1
1 �

�
�

�=�
                                                                                       

2   يا    
1

2
111 yxxxyy +=+ اگــر مركز دايره در مبدأى كميات وضعيه باشــد معادلة مماس 

y,x(P(  خارج دايره كه مركز  مى باشد و طول مماس PT از يك نقطه   2
11 rxxyy =+

),( باشد، مساوى است به:  kh دايره

 222 r)ky()hx(PT ��+�=                                                                             

1- حالات خطوط مســتقيم را با دايره هايى كه معادله هاى آن ها در زير داده شــده اند بررسى 

كنيد.

                 معادله هاى خطوط مستقيم                            معادله هاى دايره

 

 

1yx5014y9xyx

01yx06y2x3)yx(2

03y2x303yx4yx

22

22

22

=�=+��+

=��=�+�+

=+�=���+

                     

  034222 =++�+ yxyx )3,2( با دايرة  � 2- معادلة خط مستقيم را دريابيد كه در نقطة

مماس باشد.

رسم   0131y15x10y5x5 22 =�+�+ �)4,5(  به دايرة 3- طول مماس راكه  از نقطة

شده دريابيد.

7y5x8yx  ترســيم شــده  22 =�++ )5,2(  به دايرة �� 4- طول مماس را كه از نقطة

باشد دريابيد.
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دريافت مساحت مثلث در صورتى 
آن  رأس هاى  وضعيه  کميات  که 

داده شده باشد.

آيا مســاحت مثلثى را مى توانيد دريابيد كه 

  )0,6( و  )2,3(  ، )6,3(� آن رأس هــاى 

باشند؟

3P رأس هاى مثلث باشــد طورى كه در شكل مشاهده مى شود بالاى محور    2P و ، 1P اگر

را رسم نماييد.   BP3
CP2  و ،  AP1 X سه خط عمود

   321 PPP (=مساحت مثلث 31 ABPP مساحت ذوزنقه 23 BCPP+ )مساحت ذوزنقه

 21 ACPP�                                               مساحت ذوزنقه

چــون مى دانيم كه مســاحت ذوزنقه )نصف مجمــوع دو ضلع موازى( )فاصلــه بين دو ضلع 

موازى( مى باشد پس:

'
321 PPP  مساحت مثلث 

 
)BC)(CPBP(

2

1
)AB()BPAP(

2

1
2331 +++=

 

)]yy(x)yy(x)yy(x[
2

1

)yxyxyx

yxyxyxyxyxyxyxyxyx(
2

1

)]xx)(yy[(
2

1
)]xx)(yy[(

2

1
)]xx)(yy[(

2

1

)AC)(CPAP(
2

1

213132321

211122

122333223231113313

122132231331

21

�+�+�=

++�

���++��+=

�+��++�+=

+�

C)1,3( رأس هاى يك مثلث باشــند مساحت اين مثلث  )6,5( و �B ، )5,4( �A مثال: اگر
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را دريابيد.

1y3x6y,5x,5y,4x 332211 ==�==�== حل:  

 ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) 2.5
2

5
5

2

1
33028

2

1

653515164
2

1

yyxyyxyyx
2

1
213132321

==�=++�=

+�+++��=

�+�+�=

                    

y,x(P(  و  222  ، )y,x(P 111  كــه رأس هــاى آن 
 

321 P
�
PP مســاحت يــك مثلــث 

 
)]yy(x)yy(x)yy(x[

2

1
213132321 �+�+� باشند از فورمول  )y,x(P 333

بدست مى آيد.

C)4,12(   باشد. B)6,8( و ، )0,0(A 1- مساحت مثلثى را دريابيد كه رأس هاى آن

C)3,0(  باشد. B)0,4( و �  ، )0,4(A 2- مساحت مثلثى را دريابيد كه رأس هاى آن

)6,8(C ، )2,6(B ، )0,1(A 3- مساحت چهارضلعى يى را دريابيد كه رأس هاى آن

D)4,2( باشد.  و

'
ABC مساحت مثلث 
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خلاصة فصل

�tدر مستوى كميات وضعية نقاطى كه بالاى محور X واقع اند مختصة y آن ها صفر و نقاطى 
كه بالاى محور Y قرار دارند مختصة x آن ها صفر مى باشند.

),( از فورمول 22 yxQ ),( و 11 yxP �tفاصله بين دو نقطه
2   به دست مى آيد.

12
2

12 )yy()xx(d �+�=  

21 را به نسبت r تقسيم مى كند، عبارت اند از: PP �tكميات وضعية نقطة p كه قطعه خط

21 عبارت اند از:   PP وكميات وضعية نقطة وسطى خط
 

r1

yry
y�

r1

xrx
x 1212

+
+

=
+
+

=

21 را داخلاً به يك PP مى باشد. اگر نقطة p قطعه خط 
 

2

yy
y�

2

xx
x 2121 +

=
+

=

 نسبت r تقسيم كندr مثبت واگر خارجاً تقسيم كند r منفى مى باشد.

),( مى گذرد از فورمول  222 yxP و ),( 111 yxP �tميل يك خط مســتقيم كه از دو نقطــه

  به دست مى آيد.
 

21

21

12

12

xx

yy

xx

yy
m

�
�

=
�
�

=

Y و خطوطى كه  ميل محور X  و خطوطى كه با محور X موازى باشــند، صفر و ميل محور

Y باشند تعريف نشده است. اگر زاوية ميل يك خط مستقيم حاده باشد ميل  موازى با محور

آن مثبت و اگر منفرجه باشد ميل آن منفى مى باشد.

�tمعادلــة خــط مســتقيم كــه ميل و نقطــة  تقاطــع آن با محــور y معلوم باشــد عبارت از   
bmxy  مى باشد. +=

)( است. 11 xxmyy �=� معادلة خط مستقيم كه ميل و يك نقطة آن معلوم باشد

)( يا  1
12

12
1 xx

xx

yy
yy �

�
�

=�  معادلــة خــط مســتقيمى كــه دو نقطــة آن معلوم باشــد

  و معادلــة خــط مســتقيمى كه تقاطــع آن بــا محورها معلوم باشــد. 
12

12

1

1

xx

yy

xx

yy

�
�

=
�
�

+=1 مى باشد.
b

y

a

x

0sincos و معادلة عمومى  =�+ pyx QQ �tمعادلة نورمال يك خط مستقيم عبارت از
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0cbyax  مى باشد. =++ يك خط مستقيم عبارت از

 Pyxd �+= QQ sincos ),(  از يك خط مستقيم از فورمول  11 yxP �tفاصلة نقطة 

  به دست مى آيد.
 

22

11

ba

cbyax
d

+±

++
= و يا 

  222 ryx =+ �tمعادلة دايره يى كه مركز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع باشد عبارت از 
),(  باشد  kh اگر مركز آن در مبدأى كميات وضعيه واقع نباشد و كميات وضعيه مركز دايره

  222 r)ky()hx( =�+� معادلة آن 

0cbyaxyx  مى باشد. 22 =++++ 0cfy2gx2yx  و يا  22 =++++ يا

�tبــا وضع كردن يــك مجهول از معادلة خط مســتقيم در معادلة دايــره، يك معادلة يك 
'<0   باشــد خط مستقيم دايره را  مجهوله درجه دوم به دســت مى آيد. اگر در اين معادله 

'>0  خط دايره را  '=0 باشــد خط با دايرة مماس و اگر  در دو نقطه قطع مى كند؛ اگر

قطع نمى كند.

),(   اســت  kh ),(  بر دايره يى كه مركز آن  111 yxP �tمعادلة خط مســتقيمى كه در نقطة

)( 1
1

1
1 xx

yk

xh
yy �

�
�

�=� مماس باشد عبارت است از: 
  

2  يا 
1

2
111 yxxxyy +=+ اگــر مركز دايره در مبــدأى كميات وضعيه باشــد معادلة مماس

),( خارج دايره كه  11 yxP 2  مى باشــد و طول مماس PT  از يــك نقطة  
11 rxxyy =+

 222 r)ky()hx(PT ��+�= ),(  باشد، مساوى است به :   kh مركز دايره 

2P  و   ),( 22 yx  ، 1P  ),( 11 yx  كــه رأس هــاى آن 
 

321 P
�
PP �tمســاحت يــك مثلــث

 به 
 
)]yy(x)yy(x)yy(x[

2

1
213132321 �+�+� 3P باشــند از فورمول   ),( 33 yx

دست مى آيد.
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تمرين فصل

1 - فاصلــه بين هر جوره نقاط داده شــدة زير را دريابيد و نيــز كميات وضعية نقاط تنصيف 
خط هايى را كه از اين دو نقطهA وB مى گذرد، دريابيد.

                                                  
 

,5)53B(,)
3

1
,5A(

1)B(2,,8,3)A(,4)2,B( ,A(3,1)

���

����

),2(  رأس هــاى يك مثلث قايم الزاويه باشــدو    �hC B)2,0(  و   ، )1,3( �A 2 - اگــر 

h)(  را در يابيد.  باشد قيمت 
 
°=

�

90A

 )6,5(B و  )4,1(A 3 -كميات وضعية نقطة p را طورى دريابيد كه خطى را كه از نقاط 

 تقسيم كند.
 
2

PB

AP
= مى گذرد به نسبت  

�)2( و محور Y را در 3  قطع كند. 4 - معادلة خط مستقيمى را دريابيد كه ميل آن

y=�7  را دريابيد. x=7 و  5 - ميل خطوط  
6 - ميل محور Y  مساوى است به:
f� )0)1)1) dcba                      تعريف نشده است

 مى باشــد. ميل خطى كه عمود بر اين خط مستقيم باشد 
3

2
m = 7 - ميل يك خط مســتقيم 

مساوى است به: 

2

3
)

2

3
)

3

2
)

3

2
)

�
� dcba                                   

 
8 - ميل خطوط مستقيمى را دريابيد كه از هر جوره نقاط داده شدة زير مى گذرد.

     )4,2(� و   )11,5(                )2,3( � )7,2( و                       )6,4( و  )8,4(

01y3x12   باهم:  =+� 024  و  =+� yx 9 - خطوط مستقيم 
 a( موازى اند                 b( عمود اند       c( نه موازى اند و نه عمود

0743   را  =+� yx 0343  و خط مســتقيم  =+� yx 10 - فاصلة بين خط مســتقيم 
دريابيد.
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�)7,4(  مى گذرد و با خط مســتقيم  11 - معادلــة خــط مســتقيمى را دريابيد كــه از نقطة 
0472  موازى باشد. =+� yx

0946  را دريابيد. =+� yx )1,6(  از خط مستقيم  �P 12 - فاصلة نقطة 

 )5,2(1 �P 21  را كه از نقاط  PP 13 -كميات وضعية نقطة p را دريابيد كه خط مستقيم

  تقسيم كند.
4

3
2P)3,6(  مى گذرد داخلاً به نسبت   و 

14 - معادله هاى خطوط مستقيم زير را به شكل نورمال آن تبديل كنيد.
 06y3x202y5x2 =+�=�+             

�)0,4( مى گذرد مساوى است به: )0,4( و  15 - ميل خط مستقيمى كه از نقاط
f� )d0)c1)b1)a                                                تعريف نشده    

16 - معادلة خط مســتقيمى را دريابيد كه طول نورمال آن 10 واحد بوده و نورمال با جهت 

30°   را بسازد. مثبت محور X زاويه 

   )5,4( �C �B)1,1( و ، )3,2(A 17 - مســاحت مثلثــى را دريابيــد كه رأس هــاى مثلث 

باشند.

C)10,3(  باشــند مساوى  � )3,2( و �B  ، )4,1(A 18 - مســاحت مثلثى كه رأس هاى آن 

است به:

  )d0)c2)b1)a هيچكدام  

62 با دايره  =+ yx 19 - كميات وضعية نقاط تقاطع خط مستقيم

039y2x2yx   را دريابيد. 22 =���+

 )2,3( �C )1,2(,)1,1(  و AB � 20 - معادلة دايره يى را بنويسيد كه از نقاط 

 مى گذرد.

B)1,0( مى گذرد و مركز آن به   ، )1,3( �A 21 - معادله دايره يى را بنويســيد كه از نقاط 

0334  واقع باشد. =�� yx روى خط 

22 - كميــات وضعيــة مركــز و طــول  شــعاع دايره يــي را دريابيــد كــه معادلــة آن

025y12x8y4x4  باشد. 22 =�+�+
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B)5,6(   بگذرد و مركز آن روى خط  A)1,4(  و  23 - معادلة دايره يي را دريابيد كه از نقاط

0164  واقع باشد. =�+ yx

�C)2,1(  باشند اين مثلث:  �B)5,3(  و   ، )6,5( �A 24  - اگر رأس هاى يك مثلث 

 a(متساوى الاضلاع مى باشد     b( متساوى الساقين مى باشد   c( مختلف الاضلاع مى باشد

)8,7(  باشــد اين  و  )10,4( ، )4,5( 25 - اگــر مختصــات رأس هاى يــك مثلث به ترتيب 

مثلث:

 a(متساوى الاضلاع مى باشد     b( متساوى الساقين مى باشد   c( مختلف الاضلاع مى باشد

)1,2(  باشد، مختصات نقطه A  را دريابيد كه اگر نقطة A خط  �Q �P)4,8( و  26 - اگر 

 تقسيم كند.
 

3

2
PQ را داخلاً و خارجاً به نسبت

522   را  دريابيد. =+ yx �+=01  با دايره يى  yx 27 - نقاط تقاطع خط مستقيم  
0y4x2yx  مماس باشد  22 =+�+ 05ayx  بر دايره =�+ 28 - اگر  خط مســتقيم

قيمت a را دريابيد.

�y=01 مماس  )0,2( مى گذرد و با خط   )0,0( و 29 - معادلــة دايره يى را كه از نقاط 

باشد عبارت است از:

 0x2yx)c0x2yx)b0x4yx)a 222222 =++=�+=�+  

014y4x6yx  باشد. 22 =++�+ 30 - دايره يى كه معادلة آن 

 a(حقيقى است       b( نقطوى است          c( موهومى است

054222 باشد. =+�++ yxyx 31 - دايره يى كه معادلة آن 

    a( موهومى است           b( نقطوى است           c(حقيقى است 

)5,2(  و نيز كميــات وضعية نقطه تنصيف خط  ��B )3,4(  و  �A 32 - فاصلــة بين نقاط 

را دريابيد.  ABمستقيم

�C)5,1( باشــد نشان دهيدكه  )5,3(  و   �B  ، )3,6(�A 33 - اگر رأس هاى يك مثلث 

اين مثلث قايم الزاويه مى باشد.

),(  رأس هاى يك مســتطيل  baD )0,( و  bC  ، )0,(aB   ، )0,0(A 34 - نشــان دهيدكه 

اند و نيز نشان دهيد كه طول قطر هاى مستطيل باهم مساوى مى باشند.
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C)3,9(  روى يك  خط مســتقيم واقع  B)2,6( و    ، )1,3(A 35 - نشــان دهيــد كه نقاط 

اند.

36 - معادله هاى خطوط مستقيمى را دريابيد كه از هر جوره نقاط داده شده زير

 مى گذرد:

 

)0,2()2,0()0,5()3,0(

)4,3()1,2()1,2()3,1(

)15,8()5,3()2,1()8,5(

�
������

                                                         

�)10,1(  مى گذرد عبارت است از: )8,5(  و 37 - معادلة خط مستقيم كه از نقاط

                                                                                                      

d:       هر سه درست اند                                                                                                  

 

3

29

3

1
:

3

2
9

3
:

3

2
9

3

1
:

+�=

+�=

+�=

xyc

x
yb

xya



فصل هشتم
احصاييه
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جدول کثرت زير را در نظر بگيريد:

�t مرکز هر دسته را به عنوان مختصۀ اول و کثرت مربوطۀ آن را به عنوان مختصۀ دوم در نظر 
گرفته به صورت جوره هاى مرتب بنويسيد.

�t موقعيت اين جوره هاى مرتب را در يک سيستم کميات وضعيۀ قايم مشخص کنيد.
�t نقاطى که از اين جوره هاى مرتب در مستوى حاصل مى شود با هم وصل کنيد.

آيا مى توانيد مساحت زير اين گراف را محاسبه کنيد؟

)0,5.8( و )38.5,0( را روى محور x علاوه نماييد، گراف حاصل  �t به دو سر گراف نقاط 
شده را با گراف مستطيلى جدول کثرت داده شده يک جا رسم کنيد و مساحت مستطيل ها را 

به مساحت زير منحنى مقايسه نماييد.

گراف چند ضلعى کثرت
)Frequency Polygon graph( 

فعاليت

شکل مقابل را در نظر بگيريد. آيا مى توانيد 

مســاحت زير منحنى داده شــده را محاسبه 

کنيد؟

آيــا گفتــه مى توانيد که مســاحت زير اين 

منحنى مساوى به چيست؟

if ixکثرت  دسته هامرکز دسته ها 

10-13 11.5 3

13-16 14.5 6

16-19 17.5 7

19-22 20.5 4

Y

X
0
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در گراف چند ضلعى، مرکز هر دسته روى محور افقى و کثرت مطلق يا کثرت نسبى هر يک 

از دسته ها روى محور عمودى نشان داده مى شود. در مقابل با مرکز هر دسته و کثرت آن 

يک نقطه در مستوى مشخص مى گردد که عرض آن مرکز دسته و طول آن برابر با کثرت 

آن دسته است. به تعداد دسته هاى جدول در مستوى سيستم مختصات نقطه به وجود مى آيد. 

),0( را در اول و آخر  cxn + ),0( و  1 cx � اگر به نقاط مذکور دو نقطۀ اختيارى ديگر 

دسته ها اضافه کنيم، طورى که  c وسعت هر صنف )سرحد بالاى منفى سرحد پايينى صنف( 

را گراف چند  به يک ديگر، يک گراف حاصل مى شود که آن  نقاط  اين  اتصال  از  است 

ضلعى کثرت مى نامند.
مثال: گراف هاى مستطيلى )هستوگرام( و چند ضلعى ديتاى )Data(جدول زير را رسم کنيد.

c=5 است، بنابراين براى به دست آوردن نقاط اختيارى  چون مى دانيم که وسعت دسته ها 
داريم:

  
          

 

)0,5.38()0,55.33()0,5x(
)0,5.8()0,55.13()0,5x(

n

1

=+=+
=�=�

                                                                         

)0,5.38(  گراف را ترسيم مى کنيم.     )0,5.8(  و   با علاوه نمودن نقاط
 

گراف چند ضلعى کثرت

  CL     11-16   16-21       21-26     26-31     31-36 = حدود دسته ها

if =  کثرت مطلق           3            5            8             7            2     

iX =  مرکز دسته ها        13.5       18.5       23.5       28.5        33.5   
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نمايش گراف مستطيلى و چند ضلعى کثرت با هم:

از گراف بالا ديده مى شود که:

- هر يک از رأس هاى گراف چند ضلعى کثرت در نقاط مابينى ضلع بالايى يک مستطيل 

مربوط به جدول کثرت مورد مطالعه قرار دارد.

- مساحت سطح زير گراف چند ضلعى کثرت و مساحت گراف مستطيلى با هم برابر است.

- گراف چند ضلعى کثرت نسبى بيش تر براى ديتا )data( پيوسته يا متصل به کار مى رود.
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تمرين

 اندازۀ قد 24 نفر شاگرد صنف نهم و دهم )برحسب سانتى متر(قرار زير داده شده است:

138  107  136  128  148  118                        
142  129  115  123  133  123                        
121  128  122  144  126  135                        
152  98  117  153  141  126                        

را در شش دسته،   )data(ديتا نموده،  تنظيم  فوق يک جدول کثرت   )data( ديتاى  براى 

مناسب است؟ گراف چند  نوع گراف  )data(چه  اين ديتا   نمايش  براى  دسته بندى کنيد. 

ضلعى کثرت را رسم کنيد.
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فعاليت

گراف ساقه و برگ

ما در دنياى از اعداد زنده گى مى کنيم، 

هرشخص  به عنوان عضوى ازجامعۀ کشور 

خود، يک شمارۀ مخصوصى به خود 

داردکه به اندازۀ ديگرمشخصاتش مهم 

است؛ آيا گفته مى توانيد آن شماره چيست؟ 

آيا شما هم شمارۀ خود را مي دانيد؟

t   اندازۀ قد 20 نوزاد که به طور تصادفى )برحسب سانتى متر( انتخاب گرديده در جدول 
زير داده شده است:

45  46  47  43  49  40  42  46  45  43
43  43  48  49  47  49  48  49  47  45

t   ديتاى )data(بالا را از کوچک به بزرگ مرتب کنيد.
-  ديده مى شود که در تمام اين اعداد رقم 4 مشترک است، مى توان اين ارقام را به صورت 

زير نوشت:    
                

 )9,9,9,9,8,8,7,7,7,6,6,5,5,5,3,3,3,3,2,0(40+                                                      
9 هر يک چند مرتبه تکرار شده است؟ t   ارقام 0 الى 

- ارقام بالا را به شکل زير مي نويسيم:

                                   

 
 

9999
88

777
66

555
3333

2
04
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90  درجه به طرف چپ دوران دهيد، اين شکل مشابه به  t اگر شکل اعداد بالا را به زاويۀ 
کدام نوع گراف است؟

ديتا)data( به طور معمول به صورت اعداد مى باشد، از اين اعداد طورى که در فعاليت بالا 

مشاهده گرديد مى توان گرافى را تشکيل داد که اين گراف را به نام گراف ساقه و برگ ياد 

 به طرف چپ دوران دهيم گراف ميله يى تشکيل مى گردد. 
o

09 مى کنند. اگر اين گراف را به زاويۀ

به طور نمونه اگر ديتا )data( بين صفر الى 100 قرار داشته باشند، مى توان مقدار مانند 37 

را به ساقۀ 3 و برگ7 تقسيم کرد.

گراف ساقه و برگ براى ديتا )data( که تفاوت کوچکترين وبزرگترين ديتا )data( از نظر 

تعداد رقم ها اندک باشد، مناسب است.

مثال1: در يک کتاب فروشى از  20 نوع کتاب که تعداد هر کدام در جدول زير تذکر داده 

شده است موجود است، گراف ساقه و برگ را براى اين ديتا )data( ترسيم کنيد.

10  11  15  23  27  28  38  38  39  39
40  41  44  45  46  46  52  57  58  65

اين  که  هستند   6 و  اعداد5،4،3،2،1   )Data( ديتا  اول طرف چپ  ارقام  که  است  واضح  حل: 

مقادير را براى ساقه در نظر مى گيريم، اما ديتاى مربوط به هر شاخه را در جلو آن مى نويسيم که 

گراف به صورت زير حاصل مى شود:

 

                                         

 

56
8725

6654104
99883

8732
5101

                                                                              
90°  )خلاف حرکت عقربۀ ساعت( دوران دهيم گراف   اگر صفحۀ کتاب را به اندازۀ

به شکل گراف ميله يى تبديل مى شود که مى توان به صورت زير نوشت:

ساقهبرگ
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654321
5208301

718712
849853

594
65
66

                                                                           

آمده  به دست  از شاگردان يک صنف  زير  نتايج  رياضى   امتحان  در يک  مثال2: 
است، گراف ساقه و برگ را براى اين ديتا ترسيم نماييد.

 
 

72676562606058585755
55555555505050464525

                                           
حل: در اينجا براى تشکيل ساقه ها از رقم ده ها و براى تشکيل برگ ها از رقم يک ها 

استفاده مى کنيم:

                                                                  

 

27
752006

887555550005
654

3
52

                          برگ                        ساقه
ت

کثر
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تمرين

1 - براى ديتاى )Data( زير گراف ساقه و برگ را رسم کنيد.

  
 

8.6134.83.11128.72.11
5.128.61.94.87.119.103.89.7

                                             

توجه: به خاطر نمايش گراف ساقه و برگ عدد 8.3 را به صورت 083 عدد 11.2 را به 
صورت  112 و12 عدد را به صورت 120  مي نويسيم.
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فعاليت

 
چارك ها

از مردم را  اين جامعه  در شکل مقابل اگر 

به چهار حصۀ مساوى  به طول قدشان  نظر 

تقسيم نماييد هر حصۀ آن نماينده گى از چه 

مى کند؟

  

3Q  به چهارحصۀ مساوى تقسيم  2Q و  ، 1Q, شکل مقابل مستطيلى است که توسط خطوط
شده است.

1Q  و چند  �t چند في صد از مساحت مستطيل زير خط
1Q قرار دارد؟ في صد مساحت آن بالاى خط

2Q و چند  �t چند في صد از مساحت مستطيل زير خط 
2Q قرار دارد؟ في صد بالاى خط

3Q و چند  �t چند في صد مساحت مستطيل زير خط
3Q قرار دارد؟ في صد بالاى خط

اعدادى که ديتاى )data(مرتب را به چهار قسمت مساوى تقسيم مى کنند آن ها را چارک هاى 

3Q نشان مى دهند. 12 و Q,Q اول، دوم و سوم مى نامند و با
75%   بالاتر از  25%  ديتاى )data(جامعه پايين تر ازآن و چارک اول، مقدارى است که 

آن قرار مى گيرند.
ديتا    %50 و  آن  از  پايين تر  )data(جامعه  ديتاى    %50 که  است  مقدارى  دوم،  چارک 

)data( بالاتر از آن قرار مى گيرند.
ديتا    %25 و  آن  از  پايين تر  جامعه   )data( ديتاى   %75 که است  مقدارى  سوم،  چارک 

)data( بالاتر از آن واقع مي شوند.
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2Q  و ميانۀ  اگر ديتا )data( را به صورت صعودى مرتب کنيم ميانۀ ديتا )data( مساوى به 

3Q است. 1Q  و ميانۀ نيمۀ دوم ديتا )data( مساوى به  نيمۀ اول ديتا )data( مساوى به 
در وقت محاسبۀ چارک ها، مراحل زير را در نظر بگيريد:

�tديتا)data( را به طور صعودي مرتب کنيد.
�t ديتاى مرتب شده را از 1 تا n  شماره گذارى کنيد.

P=3,2,1 ( را با استفاده از رابطۀ زير به دست مى آيد: �t محل  P ام )
 
2
1

4
nPCQP +
�

=
                                                                                                          

�t با استفاده از محل چارک، مقدار چارک را تعيين نماييد.
مثال: فرض کنيد ديتاى )data( يا مشاهدات به دست آمده قرار زير داده شده است:

 140100120808509                                                              
- محل چارک اول وسوم را محاسبه کنيد.

- مقادير چارک اول و سوم را به دست آوريد.

      654321                                                     شمارۀ ديتا :  
          140120100908580                                                            ديتا :  

محل چارک اول و سوم عبارت است از:
 

5
2
1

4
63C

2
2
1

4
61C

3

1

Q

Q

=+
�

=

=+
�

=

                                                                                                    
مقدار چارک هاى اول و سوم عبارت اند از:

 120Q85Q 31 ==                                                                
 

فرض کنيد ديتاى )data( به دست آمده قرار زير داده شده باشند:
 851401601208090100                                  

�t چارک اول و سوم را به دست آوريد.
�t اعداد، قبل از ميانه را بنويسيد.

�t اعداد بعد از ميانه را به دست آوريد.

تمرين
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فعاليت

گراف صندوقچه يى

از چهار کنج يک تخته کاغذ، چهار مربع 

کوچک که هر ضلع آن 5 سانتى متر طول 

دارد جدا کنيد و اين بريده گى ها را به طرف 

بالا قات کنيد، شکلى که به دست

 مى آيد مشابه به چيست؟

تعداد مريضانى که در يک شفاخانه در طي 17 روز مراجعه نموده اند، قرار زير  ثبت شده 

اند:

11  10  15  23  14  27  16  17  24
28  13  31  31  18  25  26  19

t ميانه را پيدا کنيد.
t اعدادىکه در نيمۀ قبل از ميانه قرار دارند را بنويسيد.

t براى اين اعداد ميانه را پيدا کنيد.
t اعدادىکه در نيمۀ بعد از ميانه قرار دارند را بنويسيد.

t براى اين اعداد ميانه را دريافت کنيد.
2Q به کدام عدد مطابقت مى کند؟ t چارک دوم يا

ديتا  پراکنده گى  که  است  تصويرى  گراف  جعبه يى(:  )گراف  صندوقچه يى  گراف 
)Data( را نسبت به گراف هاى ديگر بهتر نشان مى دهد. اين گراف، ديتاى )Data( را بر 

اساس مقادير زير نمايش مى دهند.

الف( کم ترين ديتا                         ب( چارک اول

ج( ميانه                                        د( چارک سوم                هـ(  بيش ترين ديتا

گراف صندوقچه يى نشان دهندۀ چارک ها، حداقل و حداکثر ديتا است.
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مراحل تهيۀ گراف صندوقچه يى را مى توان به طور زير شرح داد:

الف( کوچک ترين ديتا )Data(را پيدا کنيد.    ب( بيشترين ديتا )Data( را پيدا کنيد.

ج( ميانه را پيدا کنيد.                                     د( چارک اول را دريافت کنيد.

هـ ( چارک سوم را پيدا کنيد                  و(  گراف را رسم کنيد.

مثال: اگر تعداد تصادفات ترافيکى يک شهر طى 15  روز قرار زير داده شده باشد، گراف 
صندوقچه يى آن را رسم کنيد.

12  10  15  23  14  27  16   34              
41  43  32  18  25  31   19              

حل: ديتاى )Data( فوق را مرتب مي کنيم.
  

 434134323127252319181615141210                      
بنابر اين:

  43 10                                      بيشترين ديتا=  کم ترين ديتا = 

 == 1Q15 23                                                    چارک اول ميانه =  
    == 3Q32 چارک سوم

50%  ديتا )Data( در داخل صندوق )بين چارک  گراف بالا گراف صندوقچه يى است که 
25%  ديتا )Data( بين 25%  ديتا )Data( در بين10   الى15  و اول و سوم( قرار دارد. 

32  الى43  قرار دارند.

1Q
2Qmd= 3Q کمترين مقداربيشترين مقدار

4332231510

بيشترين مقدار

ميانهچارک سوم
چارک اول

کمترين مقدار
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مقايسة شاخص هاى مركزى 
) Normal (توسط منحنى نارمل

منحنىيى که در زير مشاهده مى کنيد از جمله منحنى هاى معروف در احصاييه است که اکثر 
پديده هاى طبيعى را مى توان توسط آن نمايش داد، اين منحنى يک منحنى متناظر و مشابه به 

يک زنگ مى باشد.
آيا موقعيت شاخص هاى مرکزى )اوسط، ميانه و مود( را در اين منحنى مى توانيد مشخص 

کنيد؟

- اگر در يک صنف تمامى شاگردان نمرات خوبى بگيرند:

�tآيا فکر مى کنيد که اوسط نمرات آن ها هم خوب است؟
�tآيا بالا بودن اوسط نمرات نشان دهندۀ وضع خوب صنف است؟

- براى آن که وضع صنف را بتوانيم خوب ارزيابى کنيم بايد نصف صنف نمرۀ خوب اخذ 
نمايد.

�tآن نمره، چه نمره يى است که نمرۀ نصف شاگردان صنف از آن بيش تر است؟
�tاگر ميانه خيلى از اوسط کوچک تر باشد تعبير آن چيست؟
t اگر ميانه، خيلى بزرگتر از اوسط باشد، تعبير آن چيست؟

فعاليت

 

?x
?med
?mod

=
=
=

آيا مى توان توسط منحنى نارمل 
شاخص هاى مرکزى را به دست بياوريم؟ 
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از مفاهيم فعاليت بالا و متناظر بودن منحنى نارمل نتيجه مى شود که موقعيت ميانه و اوسط در 
منحنى نارمل يک سان مى باشد و چون منحنى نارمل نقطۀ اعظمى دارد، بنابراين موقعيت مود 

آن نيز، برابر اوسط و ميانه است، يعنى:

 mdmodX ==                                                       
اگر منحنى نارمل متناظر نباشد در اين صورت داريم که:

 modmod <<<< medxxmed                   
- اگر اوسط و ميانه مساوى باشند، تعداد ديتايى )Data( که قبل و بعد از اوسط و ميانه قرار 

دارند، مساوى مى باشند.
اگر اوسط در سمت چپ ميانه واقع باشد، تعداد ديتايى )Data( که در سمت راست اوسط 
قرار دارند بيشتر از تعداد ديتايى )Data( اندکه در سمت چپ اوسط قرار دارند؛ مانند شکل 
(a). اگر اوسط در سمت راست ميانه واقع باشد، تعداد ديتايى )Data( که در سمت راست 
اوسط قرار دارند؛ کمتر از تعداد ديتايى )Data( اند که در سمت چپ اوسط قرار گرفته اند. 

 (b) مانند شکل
fمثال: در گراف زير، اوسط و ميانه را دريافت کنيد.

a

x
87654321

(a)(b)
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حل

= ميانه
 

5.4
2
9

2
54med ==

+
=                                                                             

 = اوسط
aaaaaaaa

8a7a6a5a4a3a2a1ax
+++++++

�+�+�+�+�+�+�+�
=                         

 
5.4

a8
a36x ==                                                                                        

مثال: در گراف زير، محل تقريبى مود را، بدون محاسبه مشخص نماييد:
حل
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 1 - با توجه به گراف صندوقچه يى، سؤال هاى زير را جواب دهيد:

�tدر گراف بالا، ميانه چند است؟
8  است، اين عدد نشان دهندۀ چيست؟ �tچارک اول در اين ديتا )Data( عدد 

�tربع سوم )چارک سوم( چند است؟ اين عدد نشان دهندۀ چيست؟
�tموجوديت ميانه در سمت چپ صندوق، نشان دهندۀ چيست؟

��tبلندتر بودن ترادف سمت چپ نسبت به ترادف سمت راست نشان دهندۀ چيست؟ 
2 - سن بازى کنان تيم ملى فوتبال يک کشور، به شرح زير است:

25  24  26  19  31  18  23  22  25  26
25  27  23  29  25  25  33  31  26  

کدام نتيجه گيرى زير، درست است؟

t تعداد بازى کنانى که سن آن ها بالاتر از اوسط است بيش تر است.
t تعداد بازى کنانى که سن آن ها بالاتر از ميانه است بيش تر است.

t تعداد بازى کنانى که سن آن ها کم تر از اوسط است بيش تر است.
t تعداد بازى کنانى که سن آن ها بيشتر از اوسط است با تعداد بازي کنانى که سن آن ها کم تر 

از اوسط است برابر است.

تمرين

1211109876543210
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انحراف چارك ها

اگر دامنۀ تغييرات احصاييوي يک 

جامعه بزرگ باشد، آيا فکر مى کنيد که 

ساحۀ تحول ديتا )Data( مى تواند تعبير 

نامناسب از جامعه را ارائه کند؟

تعداد بازديدکننده گان از يک موزيم در 12 روز کارى قرار آتى است:
0    1       2      8       7     6     5    9    10     6    15    11               

t ساحۀ تحول اين ديتا )Data( را دريافت کنيد.
t ديتايى )Data( بالا در حالت عموم بين کدام دو عدد پراکنده شده است؟

t يک چهارم حصۀ ديتا )Data( را از بالا و پايين حذف کنيد و بعد ساحۀ تحول ديتايى 
)Data(باقيمانده را دريافت کنيد.

t اين دو ساحۀ تحول به دست آمده را باهم مقايسه نماييد، کدام يک پراکنده گى بيشتر را 
نشان مى دهد؟

t ساحۀ تحول در بعضى مواقع به علت موجوديت دو مقدار خيلى کوچک و خيلى بزرگ 
از  اين مواقع  بنابراين در  ارائه کند،  از جامعه را  نامناسب  تعبير هاى  در جامعه ممکن است. 
شاخص ديگرى به نام انحراف چارک ها که بتواند ساحۀ تحول جامعه را بهتر مشخص نمايد 

استفاده  مى نماييم.

3Q به ترتيب چارک اول و سوم مجموعه يى  از ديتا )Data( باشند انحراف  1Q و t اگر 
چارک ها را به )Q( نمايش داده و قرار زير تعريف مى کنند:

13 QQQ �=

انحراف چارک ها، يکى از شاخص هاى نشان دهندۀ پراکنده گى ديتا )Data(است، زيرا از 

13 قرار دارند.  QQ � 50%  جامعه در فاصلۀ  روى تعريف چارک اول و سوم بر مى آيد که
هر قدر اين فاصله کوچک تر باشد، ديتا )Data( جمع تر و به عبارت ديگر، پراکنده گى 

فعاليت
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آن ها کمتر است.
گاهى انحراف چارک ها را به صورت:  

2
QQQ 13 �=

نيز تعريف مى کنند و آن را نيم دامنه چارک مى نامند.
مثال: انحراف چارک هاى اعداد زير را به دست آوريد:

 3620222223242531302935                
حل: نخست اعداد را به طور صعودى ترتيب مى کنيم و شماره گذارى مى نماييم:

  
1110987654321
3635313029252423222220

                               

 

75.8
4

35
4

233
2
1

4
33

2
1

4
113C
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1

4
nPC
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n
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      75.30Q3 = پس از اين جا:                                                                                             

 
25.3

4
13

4
211

2
1

4
11

2
1

4
111C

1Q ==
+

=+=+
�

= هم چنان                                       

 25.22Q1 = پس از اين جا:                                                                                             
؛ پس:  75.30 25.22   و بنابرآن، چارک هاى اول و سوم به ترتيب عبارت اند از: 

 5.825.2275.30QQQ 13 =�=�=

1- ساحۀ تحول، انحراف چارک ها و مود ديتاى )Data( زير را تعيين کنيد و بگوييد که 
تراکم ديتا )Data( در کدام ساحه زيادتر است؟

5  11  12  14  15  15  16  17  30         
2- ساحۀ تحول وانحراف چارک هاى، ديتاى زير را دريافت نموده وسپس با ساحۀ تحول و 

انحراف ربعي سؤال اول مقايسه کنيد.
            27         24      21       29        28          26        23      22                  

تمرين
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)Variance( واريانس

اگر شما شنا را خوب بلد نباشيد و بخواهيد 
در يک حوضى که عمق آن در بسيارى 
نقاط آن يکسان نيست آب بازى نماييد. 

براى اين که اطمينان حاصل کنيد در وقت 
شنا در خطر نخواهيد بود چه اطلاعاتى را 

لازم داريد؟

اگر در يک حوض آب بازى، يک ساحه آن  1.5 متر و ساحه ديگر آن 2.5 متر عمق داشته 
باشد:

t اوسط عمق اين دو ساحه حوض را دريافت کنيد.
t مربع هاى انحراف هاى دو ديتا را از اوسط حسابي تعيين کنيد.

t مجموع مربع هاى انحراف هاى دو ديتا را به دست آوريد.
t مجموع ديتاى )Data( فوق را بر تعداد اعضاى مجموع آن تقسيم کنيد.

nxxx  مراحل زير را درنظر بگيريد: ,...,, 21   )Data( براى محاسبه واريانس ديتاى

- اوسط ديتا )Data( را دريافت کنيد، يعنى: 
    

 

 

n

xi
x

n

1i
¦
==

                                                                                                                  
- مجموع مربع هاى انحراف ها، يعنى:

 
  2

n
2

2
2

1

n

1i

2
i )xx(...)xx()xx()xx( �++�+�=�¦

=                                   
را به دست آريد.

2S  نشان مى دهيم؛  - مجموع فوق را بر تعداد اعضاى مجموعه، n تقسيم نموده  و مساوى به
يعنى:

فعاليت
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2S را به نام واريانس ياد مى کنند. واريانس عبارت از اوسط جذر مربع انحراف ها  در اين جا 
از اوسط است.

توجه: برخى اوقات براى محاسبه واريانس از فرمول زير نيز استفاده مى نمايند.
 
 

 

2

n

1i

2
i

2 x
n

x
S �=

¦
=

                                                                                                        
ثبوت: فرمول فوق را مى توان قرار زير به دست آورد.

چون مى دانيم که:
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مثال:  واريانس ديتاى )data( زير را با استفاده از هر دو فرمول حساب کنيد.
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n21 و با  x.,..,x,x يادداشت: اگر ديتاى )data( دسته بندى شده با مرکز دسته هاى 

nfff داده شده باشند، براى محاسبه واريانس بهتر است از فرمول زير  ,..., ,21 کثرت هاى 
استفاده شود:

                                                                                              
¦
=

=
n

1i
ifN طورى که 

مورد  را  آن  )ثابت(  مطلق  معمول کميت  طبق  است،  واريانس مشکل  واحد  تعيين  توجه: 
عمل قرار مى دهند؛ اما بعضى اوقات واحد واريانس را از نوع مربع واحد متحول آن حساب 

مى کنند.
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تعداد ساعاتى را که شاگردان در طول يک هفته به ورزش اختصاص داده اند، در زير آمده است:
               3     2      1      4        3          2          2

واريانس اين ديتا )data( را حساب کنيد.

تمرين
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 S 2S و n21 باشد، فکر مى کنيد که آيا واحد x.,..,x,x )Data( 2 واريانس ديتاىS اگر

باهم تفاوت دارند؟

فرض کنيد زمان تسليم دهى کالا هايى که در يک هفتۀ خاص به يک کارخانه فرمايش داده 

شده با شاخص هايى؛ مانند: انحراف، قيمت مطلق انحراف و مربع انحراف ها در جدول زير 

 داده شده است، طورى که:
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انحراف معياري

x اوسط ديتا باشند  اگر S جذر واريانس و 

شکل مقابل توضيح چه نوع شاخص را بيان

 مى کند؟

فعاليت

مربع انحراف ها

2)( xxi �
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xxi �
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�tاوسط زمان تحويل ديتاى )Data()فرمايشات( را دريافت کنيد.
�tاوسط قيمت مطلق انحراف ها و يا به طور خلاصه انحراف اوسط)AD( را حساب کنيد.

�tواريانس زمان تحويل کالا ها را به دست آوريد.
�tجذر مربع واريانس را محاسبه کنيد.

�tواحد جذر واريانس را با واحد واريانس مقايسه کنيد.
از فرمول واريانس آموختيد که عمل توان رسانى نه تنها مقياس اندازه گيرى واريانس را شامل 

اشکالات مى کند، بلکه انحراف ها را نيز بزرگ نشان مى دهد.
براى اين که بتوانيم اين سوى تفاهم را از بين ببريم، لازم است تا جذر مربع واريانس را به 
دست آوريم و اين جذر واريانس شاخص پراکنده گى ديگرى را به نام انحراف معياري يا 

پراکنده گى مطلق معرفى مى نمايد.
انحراف معياري که با سمبول s نشان داده مى شود، برابر به جذر مربع واريانس است؛ يعنى:
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واحد انحراف معيارى يا پراکنده گى مطلق همان واحد متحول است.
رابطۀ اخير را مى توان طور ذيل ثبوت نمود: 
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تمرين

مثال: درجۀ حرارت بدن 5 مريض در زير داده شده است:
                                                         4140393938                         

انحراف معياري آن را حساب کنيد.
حل
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توجه: انحراف معياري در يک جدول کثرت، به صورت تقريبى از فرمول زير به دست
 مى آيد.

 
 

                                                           

if کثرت دسته هاست. ix مرکز دسته ها و    ،)data( اوسط ديتا  x در اينجا 

تعداد ساعت هايى را که چهار دستگاه تلويزيون دربارۀ معارف برنامه پخش مى کنند، در زير 
داده شده است. انحراف معياري ديتا )Data( را حساب کنيد.

1    3     4     5     
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خلاصة فصل

�tگراف چندضلعى كثرت:  جوره هاى مرتب نقاطى  را که عرض آن ها، مرکز دسته ها 
و  طول آن ها برابر کثرت همان دسته باشد با هم وصل مى کنيم گراف چند ضلعى کثرت به 

وجود مى آيد، در گراف چند ضلعى کثرت دو نقطه با کثرت صفر به ابتدا و انتهاى دسته ها 

اضافه مى شود تا گراف چند ضلعى کثرت به محورx  متصل شود.

�tگراف ساقه و برگ: براى رسم گراف ساقه و برگ از اعدادى استفاده مى شود ديتاى 
)Data( احصاييوى را به صورت اعداد در آورده و سپس از اين اعداد گراف ساقه و برگ 

را تشکيل مى دهيم. اين گراف براى ديتاى )Data( که تفاوت کوچکترين و بزرگترين ديتا 

از نظر تعداد رقم ها اندک باشد، مناسب است.

ناميده  ميانه  مى کند،  تقسيم  مساوى  قسمت  دو  به  را  مرتب  جامعۀ  که  عددى  چارك:  �t
مى شود. حال اعدادى را در نظر بگيريد که جامعۀ مرتب را به چهار قسمت مساوى تقسيم 

3Q نشان مى دهند و آن ها را به ترتيب چارک هاى اول  2Q و   ، 1Q مى کنند. اين اعداد را با 

2Q  ميانه است. تا سوم مى نامند. واضح است که 

�tگراف صندوقچه يى يا گراف جعبه يى: از اين گراف براى ديتاى )Data( که به هم 
نزديک هستند ديتاى )Data( که در اطراف اوسط متمرکز اند و يا در اطراف بيش ترين ديتا 

و يا کمترين ديتا متمرکز اند استفاده مى شود. اين گراف يک گراف تصويرى است که ديتا 

)Data( را بر اساس کمترين ديتا، بيشترين ديتا، ميانه، چارک اول و چارک سوم نمايش 

مى دهند.

�tمقايسة شاخص هاى مركزى توسط منحنى نارمل: وقتى که مى خواهيم شاخص هاى 
مرکزى )اوسط، ميانه و مود( را با استفاده ازمنحنى يى نارمل مقايسه نماييم در اين صورت، 

متناظر  نارمل  برابرند، اگر منحنى  با هم  ميانه و مود  باشد، اوسط،  متناظر  نارمل  اگر منحنى 

راست  و  چپ  سمت  طرف  به  که  موقعيتى  به  نظر  را  قيمت ها  مرکزى  شاخص هاى  نباشد 

منحنى دارند اختيار مى کنند.

3Q به ترتيب چارک هاى اول و سوم مجموعه يى از ديتا  1Q  و  �tانحراف چارك ها: اگر 
)Data( باشند، انحراف چارک ها را مى توان به صورت زير نوشت:

13 QQQ �=                                                                                                     

13  قرار دارند. هر قدر اين  QQ � 50%  جامعه در فاصله  از تعريف بالا واضح است که 

فاصله کوچکتر باشد. ديتا )Data( متراکم تر و پراکنده گى آن ها کم تر است.
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 )Data( واريانس: شاخص هاى پراکنده گى، اندازه هايى هستند که وضع پراکنده گى ديتا�t
را نسبت به يک ديگر و نسبت به اوسط مشخص مى کنند.

2S  نشان داده مى شود و از  واريانس يکى از مهمترين شاخص هاى پراکنده گى است که با 
رابطۀ زير به دست مى آيد:
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و محاسبۀ واريانس از جدول کثرت، توسط فرمول زير به دست مى آيد:
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S نشان مى دهند و آن را انحراف معيارى  با   انحراف معياري: جذر مربع واريانس را  �t
مى گويند.
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محاسبۀ انحراف معياري از جدول کثرت توسط فرمول زير به دست مى آيد:
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تمرين فصل

1- گراف زير، نشان دهندۀ توزيع سرعت باد در 19 روز است. با استفاده از اطلاعات داده 
شده در گراف، گراف چند ضلعى کثرت را براى سرعت باد رسم کنيد.

اگر حداقل سرعت باد براى راندن يک قايق بادى 5 کيلومتر فى ساعت لازم باشد، چند روز 

براى راندن قايق بادى مناسب است؟

چرا در اين مسأله، گراف چند ضلعى کثرت، مناسبتر از گراف مستطيلى است؟

2- گراف چند ضلعى کثرت گرافى است که. . . روى محور افقى و . . . روى محور 
عمودى نشان داده مى شود.

الف( مرکز دسته ها- کثرت نسبى               ب( کثرت نسبى- مرکز دسته ها

ج( حدود دسته ها- کثرت مطلق                  د(  مرکز دسته – کثرت مطلق

3- گراف ساقه و برگ داده شده است:
- ديتاى موجود در اين گراف را بنويسيد.

                                          
o90  )خلاف حرکت عقربه ساعت( گراف ميله يى حاصل  4- از دوران کدام گراف به اندازۀ

مى شود.
الف( ساقه و برگ         ب( مستطيلى             ج( چند ضلعى کثرت          د( دايروى

5- گراف زير، نمرات امتحان صنفى سه صنف: الف، ب و ج را در امتحان رياضى نشان مى دهد.

 6
5
4
3
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1

2 3 4 5 6
کيلومتر در ساعت
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باتوجه به گراف داده شده سؤال هاى زير را پاسخ دهيد:

�tکدام صنف بيش ترين ساحۀ تحول را دارد؟
کم تر  همه  از  صنف  کدام  نمرات  ميانۀ  است؟  بيش تر  همه  از  صنف  کدام  نمرات  ميانۀ  �t

است؟
�tپراکنده گى نمرات کدام صنف بيش تر از همه است؟

�tاين سه صنف را با توجه به نمراتى که در امتحان اخذ نموده اند از ضعيف ترين به قوىترين 
مرتب کنيد.

6- در گراف زير، مقدار a کدام يک از مفاهيم زيرا را وانمود مى سازد:
د( مود الف( ميانه             ب(  اوسط                  ج( چارک سوم  

به  گرامى   48 بسته بندى  در  را  بسکيت   B و A مواد غذايى کنندۀ  توليد  دو کارخانۀ   -  7
فروش مى رسانند.

پنج بسته بسکيت به صورت تصادفى از يک فروشگاه مواد غذايى از دو محصول انتخاب 
شود و تمام وزن بسته ها به دقت اندازه گيرى شوند. نتيجه زير به دست آمد:

 

                

 
4908.4988.4884.4816.49:B

96.4784.4796.4732.4808.48:A

�tکدام کارخانۀ بسکيت، بيش ترين بسته ها را مى فروشد؟ براى به دست آوردن حل سؤال 
از چه شاخصى استفاده مى کنيد؟

صنف الف

صنف ب

صنف ج

 
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
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�tکدام کارخانه ها در توزيع بسکيت يک سان عمل کرده اند؟
8 - اگر ساحۀ تحول، برابر به صفر باشد، در بارۀ ديتا )Data( چه نتيجه يى مى گيريد؟

9 - تعداد ساعاتى را که شاگردان در طول يک هفته به ورزش اختصاص داده اند در زير 
داده شده است:

 9751                                                                                                
واريانس اين ديتا )Data( را حساب کنيد.

10- در جدول زير واريانس را محاسبه کنيد.  
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منطق رياضی
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و  موضوع  يا حقيقت يک  و  وسيلة آن صحت  به  که  احساسى  يا  غريزه وى  فهم  تعریف: 
يا يک مفهوم را بدون استدلال قبول مى کنيم عبارت از درک شهودى بوده که در مواقع 

مختلف زمان، مى تواند از هم متفاوت باشد.

روى خط مستقيم دو نقطة A و B را قرار شکل زير در نظر  بگيريد:

يک نفر مى خواهد از نقطة A  به نقطة B روى خط داده شده برود حتمى است که در نقطة 

1A )نقطه وسطى قطعه خط AB( توقف نمايد و براى رسيدن به نقطة B بار ديگر در نقطه 

( توقف نمايد، و به همين ترتيب ادامه بدهد، به سؤال هاى  BA1 2A  )نقطه وسطى قطعه خط
زير پاسخ دهيد:

- آيا به گونة فوق توقف در نقطة وسطى، بين دو نقطه روى خطى که در شکل بالا نشان داده 
شده است پايان دارد؟

-  اگر اين مسأله تا اخير رعايت گردد شخص مورد نظر به نقطة B خواهد رسيد؟
- اگر نفر مذکور توقف ننمايد و يا هم از راه بازنگردد، نه تنها به نقطة B خواهد رسيد؛ بلکه 
اختلافى  اين مسأله و درک شهودى تان چه  واقعيت  بين  بنابراين  از آن عبور خواهد کرد؛ 

استـــدلال درک شهودی:

فعاليت

مــردم در قرن هــاى متمــادى  به ايــن باور 
بودند که زمين هموار و ســتاره ها به دور آن 

مى چرخند.
آيا از کره وى بودن زمين درکى داريد؟

آيا خورشــيد به دور زمين و يا زمين به دور 
خورشيد مى چرخد؟
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وجود دارد؟
از فعاليت بالا نتيجة زير را به دست مى آوريم:

به  را  نتيجه گيرى صحيح  نمى تواند همواره  از درک شهودى،  نتيجه گيرى، حاصل  نتيجه: 
دنبال داشته باشد؛ اما مى تواند پايه گذار احکام و قضاياى درست باشد.

از مثالى که در فعاليت بالا از آن استفاده نموديم و يا مثال هاى هم مانند آن به معناى اين نيست 
که استدلال درک شهودى گمراه کننده بوده؛ بلکه برعکس در بسيارى حالت ها استدلال 
درک شهودى باعث تلاش و پيگيرى حل مسأله و ايجاد انگيزه يى مى باشد که باعث طرح 

پرسش هاى جديدترى مى گردد.
مثال1: با استدلال درک شهودى به سهولت مى توان حکم کرد که دو خط موازى يکديگر 

را قطع نمى کنند، بپذيريم.
چون در پذيرش اين مســأله، اســتدلالى به کار نرفته و در  واقع يک احســاس اســت که بر 
 اســاس آن اين حکم صورت مى پذيرد. ايــن گونه نتيجه گيرى را به نام درک شــهودى ياد 

مى نماييم.
مثال2: يک نقطه در خارج دايره يى به قطر 4 واحد قرار دارد، براى مطالعة فاصلة آن از 
مرکز دايره که بيشتر از 2 واحد است نمى توان گفت که استدلال مذکور يک درک شهودى 
است؛ زيرا براى وضاحت مسأله لازم است تا استدلال نماييم چون فاصلة مرکز دايره از محيط 
آن 2 واحد بوده و نقطه در خارج محيط قرار دارد؛ بنابراين فاصلة نقطه از مرکز دايره بزرگتر 
از 2 واحد مى باشد؛ يعنى با در نظرداشت يک دانش و يا احساس غريزه وى  بدون استدلال 

نمى توانيم مسأله را درک و صحت آن را قبول نماييم.

 

1- کوتاه ترين فاصله بين دو نقطه عبارت از خط مستقيم است، آيا درک اين مسأله يک 
درک شهودى است؟ چگونه استدلال مى کنيد؟

2- کدام يک از احکام زير با روش استدلال شهودى قابل درک است؟
a- زواياى مقابل يک متوازى الاضلاع مساوى اند.

b- در لوزى، اقطار عمود و ناصف يکديگر هستند.
c- در يک مثلث قايم الزاويه وتر از هر يک دو ضلع ديگر بزرگ تر است.

 

تمرين
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يک استاد منطق مى خواست استدلال قياسى شاگردش را امتحان نمايد، رو به طرف او نمود 
و گفت: 

ميدانى قياس و يا تمثيل، پلى براى رسيدن به حقيقت است و در جريان درس آموختيم که 
استدلال تمثيلى ما را به حقيقت نزديک مى کند؛ اما هميشه خود يک حقيقت ناب نيست.

 استاد در حالى که در مشت هاى گره خوردة خود تخم مرغى را پنهان نموده بود از شاگرد 
خود پرسيد:

- بگو در بين دستان من چيست؟ تقريباً گرد است، رنگش سفيد است در بين سفيدى چيزى 
زرد است.

شاگرد که تازه از يک مزرعة زراعتى برگشته بود بعد از فکر عميق رو به طرف معلم نموده 
گفت:

- استاد فکر مى کنم در بين شلغم پوست شده، زردک قرار دارد.

يافتن شباهت بين دو پديده و نتيجه گيرى يک سان در بارة آن ها را استدلال تمثيلى يا قياسى 
مى نامند.

يک معلم، يک شاگرد بازى گوش را که درس را اخلال مى نمود از صنف خارج کرد. در 
بيرون  از صنف  نيز  او  را ديد که  ناگهان شاگرد مذکور يک هم صنفى خود  بيرون صنف 
آمده است. با در نظرداشت تعريف فوق کدام يک از ارتباطات زير يک استدلال تمثيلى يا 

قياسى است؟

استدلال تمثيلى یا قياسى

فعاليت

تعريف

بگو در بين دستان من چيست؟ تقريباً گرد 
است، رنگش سفيد است در بين سفيدى 

چيزى زرد است.
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- شاگرد دومى هنگام درس هوا خورى مى کرد.
- او نيز بازى گوشى کرده است.

- مريض است، نمى خواهد در صنف بماند.
از تعريف و فعاليت شاگردان نتيجه زير را به دست مى آوريم:

نتيجه: قياس و يا تمثيل در حقيقت نوعى يافتن تشابه بين مفاهيم گوناگون است، بنابراين 
قضاياى  يا  مفاهيم  از  بسيارى  درک  براى  شهودى  زمينة  يک  ايجاد  در  مى توانند  تمثيل ها 

رياضى به کار روند.
استدلال تمثيلى به حيث يک ثبوت حساب نمى شود؛ اما زمينه ساز آن است.

مثال1 : مثل عاميانة »مارگزيده از ريسمان ابلق مى ترسد« يک استدلال قياسى است؛ زيرا 
ريسمان ابلق با مار مقايسه شده است و بين آن ها شباهتى ديده شده است.

مثال2: از تمثيل و يا قياس براى درک اين حقيقت که حاصل ضرب منفى ضرب منفى يک 
عدد مثبت و حاصل ضرب منفى ضرب مثبت، يک عدد منفى است استفاده مى کنيم:

هرگاه لايق بودن يک شاگرد را مثبت )+( و  نالايق بودن او را منفى )-( در نظر بگيريم و 
حاصل آن دو عمل، يعنى براى است )+( و براى نيست )-(  را در نظر گرفته، آن ها را ترکيب 

نماييم در نتيجه داريم:
،           لايق       نيست   =   منفى           لايق        است =  مثبت  

-    =   )-(           )+(                ،   +       =   )+(        )+(           
،            نالايق      نيست =  مثبت            نالايق    است   =  منفى  

+       =   )-(         )-(                           ،                 -       =  )+(         )-(           

دلالت  زير  استدلال  يک  به  چگونه  پيداست«  بهارش  از  است  نيکو  که  »سالى  بيان:   -  1
مى کند:

a- استدلال درک شهودى
b- استدلال قياسى

c- هيچ گونه استدلال در آن وجود ندارد
2- توسط استدلال قياسى در کدام يک از مثلث ها با  استفاده از قضية فيثاغورث نتيجة زير 

اثبات شده مى تواند:
 1cossin 22 v=+v

تمرين
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فعاليت

استدلال استقرایى

يک شاگرد در اولين امتحان صنفى 100 
نمره مى گيرد. شاگرد مذکور در امتحان 
دوم و سوم نيز موفق به گرفتن 100 نمره 

مى شود.
در امتحان نهايى چه نتيجه گيرى مى کنيد؟ 
شاگرد مذکور به گرفتن چند نمره موفق 

خواهد شد؟

حاصل جمع اعداد تاق متوالى طبيعى را در نظر مى گيريم. براى اين کار از عدد 1 آغاز نموده 
خانه هاى خالى را پر نماييد:

1+3=           = (     )2

1+3+5=           = (    )2

1+3+5+7=           = (    )2

1+3+5+7+9=           = (     )2

با توجه با مسائل فوق مى بينيم که تمام حاصل جمع ها مساوى به مربع کامل تعداد اعداد طبيعى 
است.

- آيا مى توانيم نتيجه بگيريم که هميشه حاصل جمع اعداد تاق متوالى مساوى به مربع تعداد 
اعداد طبيعى متوالى مى باشد؟

- سعى نماييد فورمول حاصل جمع n عدد تاق متوالى را به دست آوريد.

از انجام فعاليت فوق نتيجة زير به دست مى آيد.
نتيجه: استدلال استقرايى عبارت از روش نتيجه گيرى کلى بر مبناى مجموعة محدودى از 
مشاهدات است. در واقع تعميم دادن خاصيتى در مورد يک نمونة کوچک به نمونة بزرگ 

است.
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مثال1: "مشت نمونة خروار است" به استدلال استقرايى اشاره مى کند؛ زيرا در اين مثال از 
يک نمونة کوچک، نيتجه گيرى مشخصى در مورد کل مجموعه گرفته مى شود. در واقع بر 
پاية تعداد محدودى از مشاهدات از مسأله نتيجه گيرى شده است؛ بنابراين استدلال استقرايى 

به کار گرفته شده است.
مثال2: يک شاگرد به طور اتفاقى در چندين مرحله، سه عدد متوالى را با هم ضرب نموده 
ملاحظه مى کند که نتيجة حاصله مضرب 6 است. از انجام اين عمل نتيجه گيرى مى کند که: 

" حاصل ضرب هر سه عدد متوالى، مضرب 6 است"
شاگرد مذکور چه استدلالى به کار برده است؟

د: هيچ کدام ج: استقرايى   ب: قياسى  الف: شهودى 
حل: استدلال استقرايى

1- روش نتيجه گيرى کلى بر مبناى مجموعة محدود از مشاهدات چگونه يک استدلال است؟
الف( استدلال قياسى يا تمثيلى

ب( استدلال استقرايى
ج( استدلال درک شهودى

2- با دقت به ترتيب اعداد، خانه هاى خالى زير را تکميل نماييد:
1×8+1=           
12×8+2=           
123×8+3=           
1234×8+4=           

-3
تا  مى تواند  فوق  ترتيب  که  مى توانيد  گفته  آيا  گرفته  نظر  در  را   2 شماره  سؤال  حل   )a

بى نهايت ادامه يابد؟
b( بدون محاسبه با توجه به تمرينات بالا اعدادى را که در تساوى هاى زير صدق مى کند 

حدس بزنيد:
12345×8+5=
123456×8+6=

 
 

 
 

 
 

تمرين
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فعاليت

استقراى ریاضى
بازى دو مينو

قرار  هم  کنار  که  دومى  خشت  روى  اولى  خشت  افتادن  با  دومينو  بازى  در  که  مى دانيد 
 دارند به ترتيب افتادن خشت دومى بالاى سومى، سومى... تا آخر يکى پى ديگرى به زمين 
مى افتند، اين افتادن هاى خشت ها يکى پى ديگرى که قرار شکل بالا به فاصله هاى مناسب و 

مساوى از هم قرار گرفته اند براى علاقه مندان تصوير جالبى به نمايش مى گذارد.
ملاحظه مى نماييم که با افتادن خشتى که در موقعيت k ام قرار دارد باعث چپه شدن يا افتادن 

1k (-ام مى گردد. + خشت بعدى )
حال اگر عمل افتادن خشت ها از شمارة مشخص آغاز شود، از آن به بعد خشت ها يکى پى 
ديگرى، يعنى همة دومينو ها بالاى هم مى افتند و به اين ترتيب همه دومينو ها روى زمين قرار 

مى گيرند.

مى دانيم که 64+27+8+1=100 بوده که اگر آن ها را به شکل مربع ها و يا مکعب ها در 
آوريم مى توانيم به شکل زير نيز بنويسيم:

 23333 104321 =+++                                                                                       

تعداد آن ها  مربع  به مجموع  متوالى مساوى  اعداد طبيعى  آيا هميشه مجموع مکعب هاى   -
است؟

- آيا مى توانيد حالت عمومى ترى را براى مسألة فوق ارائه نماييد؟ به خاطر دريافت جواب به 
سؤال فوق جدول را تکميل کنيد:

آيا کدام وقت بازى دومينو را 
انجام داده ايد؟



398

  را براى مجموع مکعب هاى اعداد طبيعى متوالى در برابر 
 2

2
)1n(n
»¼
º

«¬
ª +

- صحت فورمول 

1n,2n,3n�4n   امتحان کنيد. ==== اعداد 
- حال اگر مجموع مکعب هاى n عدد طبيعى متوالى را نظر به فورمول فوق قبول کنيم؛ يعنى 

اگر:
   2

3333

2
)1n(nn...321 »¼
º

«¬
ª +

=++++
                             

1n  عدد متوالى ثبوت کنيد؛ يعنى نشان دهيد که: + باشد، ادعا را براى 

 2
33333

2
)2n)(1n()1n(n...321 »¼
º

«¬
ª ++

=++++++
                            

از انجام فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مى آوريم:

n(P( حکمى دربارة اعداد طبيعى n داده شده باشد با مطالعة حکم در برابر  نتيجه: هرگاه 
 )1k(P + ، درستى  )k(P درست باشد و در قدم دوم ما از درستى )1(P 1n يعنى اگر  =

n(P(  براى هر عدد طبيعى  را به حيث نتيجه درست به دست آوريم، در اين صورت، ادعاى
n نيز درست مى باشد.

n(P(14 براى هر عدد طبيعى n قابل تقسيم بر 5 است؟ n2 �= مثال1: نشان دهيد که 
1n درست است؛ زيرا: = حل: ادعا براى 

 151161414)1(P,1n 212 =�=�=�== �                              
P)1(15  قابل تقسيم بر 5 است. = ديده مى شود که

تعداد اعداد متوالىمکعب هاى اعداد طبيعى متوالىمجموع مکعب هامربع مجموع اعداد

1

2

3

4

n

 31

 33 21 +

 333 321 ++

 3333 4321 +++

 3333 n...321 ++++

 36

 21

 2

2
)1n(n
»¼
º

«¬
ª +

 210
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  14)k(P k2 �= k قبول مى کنيم که ادعاى فوق صدق مى کند، يعنى:  براى عدد طبيعى 
به شکل زير  5 است؛ مى توانيم آن را  به  قابل تقسيم  بنابراين چون  5 است،  به  قابل تقسيم 

بنويسيم:

...(*)....................r514)k(P k2 =�=                                                               
نيز ادعاى مذکور درست است؛ بنابراين داريم: 1kn += مى خواهيم نشان دهيم که بر

..(**)..........14)1k(P,1kn )1k(2 �=++= +                   

24 نموده داريم: اطراف رابطة )*( را ضرب
 

)r163(514

)r5(16151416r544

4r5)14(4

)1k(2

)1k(222k2

2k22

+=�

�+=���=�

�=�

+

++

                                           
r163(5(  نشان مى دهد که طرف چپ مساوات قابل تقسيم به  +� طرف راست رابطة فوق

5 است.

1k(P(14  نيز به 5 قابل تقسيم است. چون از  )1k(2 �=+ + رابطة اخير نشان مى دهد که 

1k(P(  را نتيجه گرفتيم، بنابراين نظر به اصل استقراى رياضى  + صحت )p(k ما صحت 

n(P( در  برابر هر عدد طبيعى n نيز درست مى باشد. ادعاى 

P)1( را به دست  یادداشت: در اثبات احکام رياضى به کمک استقراى رياضى ابتدا  
k(P(  را به عنوان حکم استقرايى در نظر گرفته و به اين ترتيب از فرضيه،  مى آوريم؛ سپس 

حکم را ثابت مى نماييم.
 n طبيعى  عدد  هر  براى  زير  رابطة  که  کنيد  ثبوت  رياضى  استقراى  از  استفاده  با  مثال2: 

درست است:
 

3
)2n)(1n(n)1n(n...433221 ++

=+++×+×+×
                                      

n=1  داريم: حل: براي صحت رابطة فوق در برابر 

 

22

2
3

321
3

)21)(11(121)1(P,1n

=�

=
××

=
++

=×==

                  
قبول  را  kn  صحت آن  = براى  اگر  بوده، حال  1n  صحيح  = برابر  بنابراين، رابطه در 

1kn  به اثبات مى رسانيم؛ بنابراين داريم: += نماييم. مسأله را براى 
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3

)2k)(1k(k)1k(k...433221)k(P,kn ++
=+×++×+×+×==

          
فرضية استقرا

1kn  مى خواهيم صحت رابطه را نشان  += n(P(  با درنظرداشت  با فرض رابطة بالا براى 
دهيم؛ بنابراين داريم:

 

3
)3k)(2k)(1k(

)2k)(1k(...433221)1k(P,1kn
+++

=

++++×+×+×=++=

                     
حکم استقرا

با در نظرداشت فرضية استقرا داريم:

 [ ]

3
)3k)(2k)(1k()2k)(1k(...3221

3
)3k)(2k)(1k(

3
)2k)(1k(3)2k)(1k(k)2k)(1k(

3
)2k)(1k(k

)2k)(1k()1k(k...433221)1k(P

+++
=++++×+×�

+++
=

+++++
=+++

++
=

++++++×+×+×=+

 n در برابر هر  )n(P 1kn نيز درست بوده و بدين ترتيب رابطة  += بنابراين، رابطه براى 
از اعداد طبيعى صحت مى باشد.

1 - توسط استقراى رياضى نشان دهيد که براى هر عدد طبيعى n داريم:
 

2 - توسط استقراى رياضى نشان دهيد که:

 

)ii(n)1n2(...531

)i(n2)2n4(...1062
2

2

=�++++

=�++++

تمرين

 
6

)1n2)(1n(nn...21 222 ++
=+++
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استدلال استنتاجى

سه ست مختلف اعداد طبيعى را که هر کدام آن داراى سه عدد اختيارى طبيعى متوالى باشد 

بنويسيد.

- حاصل ضرب عناصر هر ست را جداگانه به دست آوريد.

- آيا مى توانيم بگوييم که حاصل ضرب هاى مذکور:

)I(: قابل تقسيم برعدد 2 اند؟ چرا؟

)II(: قابل تقسيم بر عدد 3 اند؟ چرا؟

- آيا گفته مى توانيم که حاصل ضرب سه عدد صحيح متوالى، هميشه بر عدد 6 قابل تقسيم 

اند؟ چرا؟

- قابليت تقسيم بر 6 حاصل ضرب سه عدد متوالى را چرا به اين صورت پذيرفتيم.
 

از انجام فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مى آوريم:

نتيجه: با استفاده از حقايقى که درستى آن را در قدم نخست پذيرفتيم، نتيجة عمومى ترى 

را به دست آورده که به نام استدلال استنتاجى يا روش نتيجه گيرى ياد مى گردد. به عبارت 

ديگر، استدلال استنتاجى روش نتيجه گيرى با استفاده از حقايقى است که درستى آن ها را 

ثبوت و يا پذيرفته باشيم.

آيا مى توانيم بدون روشنى در تاريکى شب 
اشيا را مشاهده و از هم تفکيک نماييم؟

فعاليت
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وقتى از استدلال استنتاجى استفاده مى کنيم، مطمين هستيم که نتيجه، هميشه درست است.

مثال: با سرگرمى تمام به قدم هاى جدول زير دقت نموده که چگونه ما بازى با اعدادى که 
درستى و حقيقت هر مرحله را مى پذيريم به مرحلة ديگرى قدم گذاشته و نتيجه را به دست 

مى آوريم.

قابل تذکر مى دانيم در جدول، عدد به صورت اختيارى انتخاب گرديده و شما مى توانيد به 

عوض آن هر عدد اختيارى ديگرى را که دل تان مى خواهد انتخاب نماييد. ملاحظه کنيد که 

نتيجه براى همه اعداد يکسان است.

نکتة اساسى که به نظر مى خورد اين است که ما در حقيقت بر مبناى عباراتى که درستى آن ها 

را قبول کرده ايم، نتيجة بعدى را به دست آورديم.

 اين مسأله ما را مطمين مى سازد که با انتخاب هر عدد اختيارى نتيجه هميشه يکسان و مساوى 

به 3 مى باشد.

1 - نشان دهيد که حاصل جمع دو عدد تاق هميشه جفت است.
12 است. +k 2 - ثابت کنيد که هر عدد صحيح تاق به صورت 

3 - در بين 9 عدد سکة طلايى يکى آن تقلبى است که وزن آن از سکه هاى ديگر کمتر 
از  استفاده  بدون  پله يى  دو  ترازوى  توسط يک  دوبار وزن کردن  با  مى توان  است. چگونه 

اوزان ديگر سکة تقلبى را دريافت نماييم؟

تمرين

12 يک عدد را به صورت اختيارى انتخاب کنيد.                                      4     7 

17 به عدد مذکور عدد 5 را اضافه کنيد.                                                    9       12 

34 نتيجه را دو چند نماييد.                                                                        18   24 

30 از نتيجة حاصله عدد 4 را کم نماييد.                                                    14    20 

15 عدد را به 2 تقسيم نماييد.                                                                      7   10  

3 عددى را که در اول انتخاب کرده بوديد از عدد کم کنيد.                         3    3  
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استدلال مثال نقض

مشت نمونة خروار است.

بي کيفيت  جنس  يک  کوچک  نمونة  اگر 

باشد، آيا مى توان ادعا کرد که  کتلة بزرگ 
آن داراى کيفيت عالى است؟

بسيارى از اعداد طبيعى را مى توان به صورت حاصل جمع اعداد متوالى بنويسيم:
                                                                                                  4329 ++= طور مثال:                                                                                               

- خانه هاى خالى را با در نظرداشت مثال فوق تکميل کنيد:

 15=            +2 +          +4+5

 =          + 5 +           +7

= 12 +           +         +14

74=17+               +19+           
- آيا مى توانيم هر عدد طبيعى را به شکل حاصل جمع اعداد متوالى ارائه نماييم؟

- اگر جواب تان منفى باشد مثال بدهيد.

از انجام فعاليت فوق نتيجة زير را به دست مى آوريم:

نتيجه: هرگاه با مثالى نشان دهيم که نتيجه گيرى کلى نادرست و يا غلط است، نادرستى ادعا 
را نشان داد که به نام مثال نقض ياد مى گردد.

مثال: براى اثبات مسأله کافى است نشان دهيم که اعداد x و y وجود دارد که غير ناطق 
بوده؛ اما مجموع آن ها x+y ناطق است.

  

  

   

  

 

فعاليت
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21y  را انتخاب نماييم داريم: �= 21x  و  += براى اين منظور هرگاه دو عدد 

211)21()21(yx =+=�++=+
 

ديده مى شود که حاصل جمع آن ها مساوى به عدد 2 يک عدد ناطق بوده؛ در حالى که x و 

y اعداد غيرناطق مى باشند؛ بنابراين ادعا کرده نمى توانيم که مجموع دو عدد غيرناطق هميشه 
يک عدد غيرناطق مى باشد. 

از مکعب آن کوچکتر  هر عدد حقيقى  "مربع  که  دهيد  نشان  نقض  مثال  از  استفاده  با   -1
است".

2- براى کدام بيان زير مثال نقض وجود ندارد:
a( مجموع دو عدد ناطق، عدد ناطق است.

b( مربع هر عدد مثبت، بزرگتر از خود عدد است.
c( دو زاويه که اضلاع متناظرشان موازى است، با هم برابر اند.

d( مجموع دو عدد تاق، عدد جفت است.
e( حاصل ضرب دو عدد غيرناطق، عدد غيرناطق نيست.

تمرين



405

 
برهان خلف یا ثبوت غيرمستقيم

اگر مربع يک عدد جفت باشد، آيا خود عدد 
جفت است يا تاق؟

آيا مى توانيم به صورت عموم ادعا نماييم که 
اگر مربع يک عدد جفت باشد خود عدد نيز 

يک عدد جفت است؟
اگر نشان دهيم که خود عدد تاق نيست، چه 

نتيجه مى گيريد؟

مثلث ABC را قرار شکل زير در نظر بگيريد:

 را ترسيم کنيد.
�

A - ناصف زاويه

CDBD   باشد، اضلاع AB و AC با هم چه رابطه دارند؟ z - اگر 

ACAB  است، اين مسالة ما را به کدام  = CDBD  بود؛ اما  z - هرگاه فرض نماييم که 

نتيجه مى رساند؟

از فعاليت بالا نتيجة زير به دست مى آيد:

نتيجه: هرگاه با فرضيه يا قبولى عکس ادعاى يک قضيه يا مسأله، به نتيجة خلاف فرضيه 
برسيم، در اين صورت، فرض ما درست بوده که خلاف آن درست است، اين گونه استدلال 

را به نام برهان خلف و يا ثبوت غيرمستقيم مى نامند.

فعاليت
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یادداشت: به خاطر بسپاريد که براى استفاده از برهان خلف يا ثبوت غيرمستقيم گام هاى 
زير را در نظر مى گيريم:

قدم اول: فرض مى کنيم ادعاى مطلوب درست نباشد.

قدم دوم: نشان مى دهيم که اين فرض نتيجه يى به دست مى دهد که حقايق دانسته شده را 

نقض مى کند.

قدم سوم: حال که نتيجه به يک تناقض رسيده است، معلوم مى شود که فرضيه قدم اول 

نادرست بوده، بنابراين مطلب بايد درست باشد.

مثال: نشان دهيد که اگر n2 يک عدد جفت طبيعى باشد عدد n نيز جفت است؟
حل: به خاطر ثبوت مسأله فرض مى نماييم که با وجود جفت بودن n2 عدد n يک عدد 
1k2n  بنويسيم؛ در حالى که k يک عدد تام  += تاق است؛ پس مى توان آن را به شکل 

است، در نتيجه براى مربع عدد مذکور داريم:

1)kk(4n

1)kk(41k4k4)1k2(n
22

2222

++=�

++=++=+=

n2 يک عدد تاق است. درحالى که خلاف فرضيه بوده و در  رابطة بالا نشان مى دهد که 

نتيجه فرضيه گرفته شده در بالا براى اين که n يک عدد تاق است نادرست بوده و به اين 

نتيجه مى رسيم که n نيز يک عدد جفت مى باشد؛ زيرا فرض تاق بودن آن، ما را به اين نتيجه 

مى رساند که n2 نيز بايد تاق باشد.

3 يک عدد غيرناطق است. نشان دهيد که  

تمرين
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منطق ریاضى و استنتاج
بيــان

چه  پهلوى تان  هم صنفى  از  خبرى  شنيدن 
نتيجه خواهد داشت؟

آيا خبر درست است و يا نادرست؟

يک جملة خبرى به نام بيان ياد مى گردد، هرگاه نتيجة آن درست و يا نا درست بينجامد.

جمله هاى زير را در نظر گرفته مشخص نماييد که کدام يک آن ها يک بيان و کدام يک آن ها 

نمى تواند يک بيان باشد. نتيجة منطقى آن ها چيست؟

i( امروز باران نمى بارد.   
ii( آيا امروز باران نمى بارد؟

iii( باران ببار.
iv( چه باران شديد مى بارد! 

از فعاليت فوق نتيجة زير به دست مى آيد:

نتيجه:
1 -  هر جمله نمى تواند يک بيان باشد. يک جمله مى تواند پرسشى، امرى، تعجبى و يا خبرى 

باشد.

2 - هر جملة خبرى درست يا نادرست است.
TP  براى بيان درست  { یادداشت: اگر يک بيان را P بناميم؛ در اين صورت، طرز نوشتة 

FP  براى بيان نادرست استعمال مى گردد. { و 

فعاليت

تعريف
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برعلاوه  P~  نفى بيان  P  مى باشد.

جدولى که در آن ارزيابى يک بيان صورت گرفته باشد، به نام جدول صحت ياد مى شود. 

بنابراين براى هر بيان P داريم:

TF
FT
P~P

 

P»=   ترتيب نماييد. مثال: جدول صحت را براى بيان، »مسکا شاگرد صنف  دهم است
حل: به خاطر ارزيابى بيان فوق مى دانيم که بيان مذکور درست و يا نادرست است.

~FP مى باشد. { TP و  { اگر بيان درست باشد در اين صورت مى توانيم بنويسيم: 

~FP  مى باشد. اين  { بنابراين، حالت نفى بيان P عبارت از» P نادرست است« بوده، يعنى: 

بيان به معناى اين است که بيان مسکا شاگرد صنف دهم نيست، يعنى P نادرست است.

~TP بوده و بدين ترتيب جواب فوق را مى توانيم در  = باشد در اين صورت  FP {  اگر 

جدول صحت زير مشاهده نماييم:

      TF
FT
P~P

                                                                                   

ترکيب بيان ها
اگر دو بيان p و q  داده شده باشند، در اين صورت:

ياد مى گردد.    q و   p بيانات  منطقى(  ))و(  يا  و  ترکيب عطفى  نام  به   qp� ترکيب   -  1
�""  به معناى "و" به کار گرفته شده است. علامت 

�qp به نام ترکيب فصلى يا )ياى منطقى( بيانات p و q  ياد مى گردد، علامت  2 - ترکيب 
''''  به معناى »يا« به کار برده شده است. �

qp به نام ترکيب مشروط و يا " اگر p پسq خوانده شده" ياد گرديده و  � 3 - ترکيب 
�  نشان مى دهد که P اساس ترکيب شرطى مى باشد که q از p آن نتيجه  علامت 

مى شود.

qp  به نام ترکيب مشروط دوطرفه و يا " p اگر و تنها اگر و q خوانده شده"  � 4 - ترکيب 
�" نشان مى دهد که اگر p اساس ترکيب شرطى باشد q از آن  ياد مى گردد. و علامت " 
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نتيجه گرديده واگر q اساس ترکيب شرطى باشد p از آن نتيجه مى گردد. 

به اين ترتيب ترکيب »اگر و تنها اگر« بيان هاى p و q   را در جدول صحت زير ملاحظه          

مى نماييم:

 

 

TTFFFF
FTTFTF
FFTFFT
TTTTTT

qpqppvqqpqp ���

                             

q} داده شده باشد،  P)642( و )مربع عددى که منفى باشد(  =+{ مثال1: هرگاه بيان 
~)(  را دريافت  qp� و )qp(~ �  ، qp�  ، qp� ، q~  ، P~ ،p ،q نتيجة بيان هاى

کنيد.

حل: با دقت به بيان هاى فوق ارزش بيان هاى فوق عبارت اند از:

 

FTTFTFFT
qpqpqpqpqpqp )(~)(~~~ ����

 

)(   هميشه درست است: qpP �� مثال2: با تشکيل جدول صحت نشان دهيد که 
حل

 

TTFF
TTTF
TFFT
TTTT

qppqpqp )( ���

)(  هميشه درست  qpp �� از جدول صحت در ستون آخرى مشاهده مى نماييم که بيان
است.

 

�
�
�
�
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)(~~)( هميشه نادرست  qpqp ��� 1 - با تشکيل جدول صحت نشان دهيد که بيان  
است. )توجه کنيد که p و p~  مستقل از هم نيستند(.

~)(   با هم  qp� )qp(   و  � 2 - باتشکيل جدول صحت نشان دهيد که ارزش بيان هاى 
مساوى اند يا خير؛ يعنى:

 )(~ qpqp �{�

 

 

تمرين

بيان رياضى  يا صحت يک  به وسيلة آن وضاحت  يا روشي که  استدلال ریاضي: شيوه 

حاصل مى شود به نام استدلال رياضى ياد مى گردد.

درک شهودى: فهم غريزه وى يا احساسى که به وسيلة آن صحت يا حقيقت يک موضوع 

و يا يک مفهوم رياضى را بدون استدلال قبول مى نماييم عبارت از درک شهودى بوده و در 

مواقع مختلف زمان از هم متفاوت است.

استدلال تمثيلى یا قياسى: يافتن شباهت بين دو پديده و نتيجه گيرى يک سان در بارة 

آن ها را به نام استدلال تمثيلى يا قياسى ياد مى نمايند.

از  محدود  مجموعة  مبناى  بر  کلى  نتيجه گيرى  آن  از  که  روشى  استقرایى:  استدلال 

مشاهدات، يعنى از جزء به کل به دست مى آيد به نام استدلال استقرايى ياد مى گردد.

استدلال استقرایى ریاضى: هرگاه )P)n حکمي دربارة اعداد طبيعى n داده شده باشد 

 P)n+1(درست باشد و در قدم دوم از درستى P(1)يعنى اگر n=1 با مطالعة حکم در برابر

درستى بيان )n(P نتيجه گردد. در اين صورت بيان)P)n براي هر عدد طبيعى n درست بوده 

و به نام استدلال استقرايى رياضى ياد مى گردد.

پذيرفته شده  از آن عده حقايقى که درستى آن در آغاز  استفاده  با  استنتاجى:  استدلال 

باشد، نيتجة عمومى ترى به دست آورده شود به نام استدلال استنتاجى يا روش نتيجه گيرى 

ياد مى گردد. به عبارت ديگر ، نتيجه گيرى از حقايق پذيرفته شده و آشکارا که درستى آن 

را ثبوت و يا هم پذيرفته باشيم.

          خلاصة فصل
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استدلال مثال نقض: هرگاه با مثالى نشان دهيم که نتيجه گيرى کلى نادرست است. در 

اين صورت به صورت کل نادرستى ادعا را نشان داده و به نام استدلال مثال نقض يا نفى ياد 

مى گردد.

برهان خلف و یا ثبوت غيرمستقيم: هرگاه با فرضيه يا قبول يک قضيه يى به عکس بيان 

يا ادعاى يک قضيه برسيم در اين صورت، فرضيه نادرست بوده و خلاف آن صحت است. 

اينگونه استدلال را به نام برهان خلف يا ثبوت غيرمستقيم ياد مى نماييم.

ياد مى گردد.  بيان  نام  به  باشد  نادرست  يا  و  نتيجه آن درست  يک جملة خبرى که  بيان: 

جمله يى که نتيجة آن درست و يا نادرست نيست بيان نيست.

ترکيب بيان ها: اگر دو بيان p و q داده شده باشند در اين صورت:

�qp  عبارت از ترکيب بيانات p و q بوده که به  �""  بيان   1- توسط "و" علامت منطقى

شکل بيان p و q خوانده مى شود.

�qp  عبارت از ترکيب بيانات p و q بوده      �""  بيان  2- توسط "يا" و يا علامت منطقى 

که به شکل بيان p يا q خوانده مى شود.

�qp  يک بيان مشروط بيانات p و q بوده  �""   بيان  3- "اگر پس" ويا علامت منطقى 

 p نشان مى دهد که  � که به شکل "اگر p پس q خوانده مى شود در اين صورت علامت 

يک اساس ترکيب شرطى براى آن که q از آن نتيجه شود مى باشد. 

 p يک ترکيب مشروط بيان دوطرفه بيانات  ""� 4- "اگر و تنها اگر" و يا علامت منطقى 

qp  به صورت p اگر و تنها اگر q مي باشد. � و q بوده که بيان 
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1 - کدام يک از جواب هاى زير به نظر شما درست است؟

الف( يکى از مشکلات روش استقرايى عبارت از وجود خطا ها در مشاهدات است.

ب( يکى از روش هاى قوى استدلال رياضى روش استقرايى مى باشد.

ج( محدود بودن تعداد مشاهدات يکى از اشکالات روش استقراى رياضى است.

د( جواب الف وج درست اند.

2 - کدام يک از  جواب هاى زير نادرست است:

استدلال استقرايى

الف( يکى از روش هاى بسيار قوى مسائل رياضى است

ب( ما را به احتمال وجود قانونمندى کلى در مسائل رهنمايى مى کند.

ج( يکى از روش هاى حل مسايل غير رياضى است.

د( يکى از روش هاى حل مسايل رياضى نيست.

3 - کدام يک از جواب ها زير در مورد شهود درست است؟

الف( استفاده از شهود براى يک نتيجه گيرى صددرصد درست است.

ب( با استفاده از شهود نمى توان با اطمينان گفت که نتيجه گيرى صددرصد است.

ج( شهود براى درک بهتر رياضيات است.

د( با استفاده از شهود حدس هاى قطعى همراه با استدلال حتمى براى ثبوت مى توان زد.

4 - کدام يک از جواب هاى زير نادرست است: 

الف( استدلال استقرايى از جزء به کل رسيدن است.

ب( استدلال استقرايى از کل به جزء رسيدن است.

ج( از استدلال استقرايى نمى توان به عنوان اثبات دقيق رياضى استفاده کرد.

د( استدلال استقرايى نتيجه گيرى کلى برمبناى مجموعه اى  از مشاهدات محدود است.

5 - بر اساس استدلال استنتاجى کدام يک از جواب هاى زير نادرست است؟

الف( اگر برف ببارد زمين مرطوب مى شود، زمين مرطوب است. بنابراين، برف باريده است.

ب( تمام فارغان يک مکتب، با کمپيوتر آشنا و رياضى را خوب مى دانند. ضمير از مکتب 

                              تمرین فصل
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مذکور فارغ شده است. بنابراين، ضمير با کمپيوتر خوب آشنا و خوب رياضى مى داند.

ج( اگر چهار ضلعى مربع باشد. هر دو قطر آن با هم عمود اند، دو قطر يک چهارضلعى بالاى 

هم عمود اند. بنابراين، چهار ضلع مذکور مربع است.

د( مثلث متساوى الساقين دو ضلع با هم برابر دارد، هر مثلث با سه ضلع برابر 

متساوى الاضلاع است. بنابراين، هر مثلث متساوى الاضلاع متساوى، متساوى الساقين است.

6 - با استفاده از استدلال قياسى نشان دهيد که براى هر زاوية حقيقىv صورت مى گيرد:

 1cossin 22 v=+v                                         

2n است. 7 - با استدلال استقرايى نشان دهيد که حاصل جمع n عدد تاق متوالى مساوى  

8 - با استدلال استقراى رياضى نشان دهيد که براى هر عدد طبيعى n مساوات ذيل تحقق 

مى يابد.

2
)1n(nn...321 +

=++++

9 - با استدلال استنتاجى ثبوت نماييد که حاصل جمع دو عدد جفت هميشه جفت است.

32n  براى هر عدد طبيعى هميشه يک عدد اوليه  + 10 - با يک مثال نشان دهيد که افادة 

نيست.

و  اختيارى  و  ثابت  طبيعى  عدد  يک   n اگر  که  دهيد  نشان  برهان خلف  استدلال  با   -  11

 تاق باشد؛ پس n نيز تاق مى باشد.
2n برعلاوه

نمى بارد«  باران  نيست، پس  ابر  و  مى بارد  »باران  مرکب  بيان  براى  را  12 - جدول صحت 

=E   »ابر است. « نام گذارى شده  v=  » باران مى بارد«  تشکيل نماييد. در صورتى که بيان 

باشد؟ عدد 1 را براى صحيح و o را براى غلط به کار ببريد.
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